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译　 者　 序

译者长期从事视频编码和多媒体信息处理领域的研究， 每天都在和频域分析特

别是离散余弦变换 （DCT） 打交道。 在信息领域的研究人员心目中， DCT 的发明

人之一 K. R. Rao 教授是学术界的泰斗， 几乎他的每一本书都凝聚了信息技术发展

进程中的精华， 业内研究人员或许多多少少都读过他的书。 第一次见到 Rao 教授是

在 2010 年夏天， 他已年过 80 但仍然精神矍铄。 虽然经过了跨洲的长途飞行， Rao
教授仍然坚持首先进行学术研讨， 丝毫不见疲惫懈怠之意。 他对工作认真负责的态

度令在场所有人加深了对他的敬意。 几天的学术交流结束时， K. R. Rao 教授赠送

了他的最新著作 《快速傅里叶变换： 算法与应用》， 并委托我们译为中文， 对此译

者深感荣幸。
译者深知快速傅里叶变换 （FFT） 在信息技术领域的重要价值。 在数字时代，

几乎任何实际系统都离不开频域处理， 特别是离散傅里叶变换 （DFT） 及其快速实

现 FFT。 然而遗憾的是， 绝大多数国内的相关书籍仅限于介绍 FFT 的基本原理， 很

少讨论具体的各类算法和应用。 本书对 FFT 原理进行了详尽的剖析， 详细地总结

了各类算法， 并针对应用提供了大量实例。 因此， 本书对于工程技术人员来说， 是

不可多得的、 实用的参考资料。 本书的另一重要价值在于为相关课程的教学提供重

要参考。 “数字信号处理” 是通信与信息领域本科和研究生的重要专业基础课，
DFT 和 FFT 是其中最核心的内容之一。 然而我们在教学工作中发现， 学生对于 FFT
的理解一直是个难点。 本书深入浅出的论述和大量的 MATLAB 程序实例将非常有

助于读者掌握 FFT 算法的实质， 也为相关教学人员提供了大量课程素材。
鉴于以上原因， 译者对本书进行了认真仔细的翻译和校对， 希望本书的中文译

本能够为国内读者提供有力帮助。
本书的 翻 译 工 作 得 到 了 国 家 自 然 科 学 基 金 资 助 （ 资 助 号 60902081、

60902052）。 特别感谢以下几位同学对本书全文进行了认真核对： 贺竞， 苏洪磊，
吴敏， 李祎， 梁慧剑。

谨以本书的中译本表达对 K. R. Rao 教授的深深敬意！

译　 者



原 书 前 言

本书介绍了快速傅里叶变换 （FFT） 的原理， 包括各类 FFT 算法、 频域滤波及

其在视频和音频信号处理中的应用。
伴随着通信领域的高速发展， 语音和图像处理及其相关领域也正在经历飞速发

展。 作为数字信号处理的核心技术， FFT 获得了广泛的应用。 因此， 无论对于教师

还是学生而言， 都迫切需要一本介绍最新 FFT 技术的专著。
本书对 FFT 的重要性及其最新技术提供了全面、 详尽的说明， 并且采用了

MATLAB 实例和课程实践这样的新颖方式， 为理解各类 FFT 技术提供帮助。
FFT 是离散傅里叶变换 （DFT） 的有效实现。 DFT 是在数字信号处理领域中应

用最广泛的离散变换。 DFT 将时间域或空间域的数字序列映射到频率域。 从最初

Cooley 和 Tukey 提出的 DFT 方法[A1] 到后来其他研究人员提出的各种增强和改进方

法， DFT 理论的发展激发和促进了其在各类学科中的广泛应用和飞速发展。 目前已

经涌现出了许多独立于 Cooley - Tukey 方法的算法， 如素因子 （prime factor） 算法、
分裂基 （split radix） 算法、 向量基 （vector radix） 算法、 分裂向量基 （ split vector
radix） 算法、 Winograd 傅里叶变换及整数 FFT。 本书将重点关注多种 FFT 算法，
如时域抽取 （decimation - in - time） FFT、 频域抽取 （decimation - in - frequency）
FFT、 整数 FFT、 素因子 DFT 等。

在众多应用中， 如双音多频检测和某些特定的模式识别， 相应的频谱经过扭曲

后， 非均匀地分布在某一区域内。 在这个基本概念的基础上， 我们简要介绍了非均

匀离散傅里叶变换 （Nonuniform DFT， NDFT）， 处理在 z 平面上任意间隔采样的样

本。 相应地， DFT 对应于 z 平面上以原点为中心的单位圆上的等间隔采样。
许多公司都提供了实现 FFT 的程序， 以及类似卷积 / 相关、 滤波、 频谱分析等

基本应用的各类平台。 并且许多通用数字信号处理 （DSP） 芯片可以编程实现 FFT
和其他离散变换。

本书适用于相关研究领域内的本科高年级学生和研究生， 以及教师、 工程师、
科技工作者和其他自学者， 有助于读者理解各类 FFT 算法， 并将其直接有效地应

用于各自的领域中。 本书可以作为教材和参考书， 书中的例题、 习题和课程实践均

与 MATLAB 紧密联系， 有助于掌握具体概念。 本书的参考文献包括了相关的书籍、
综述性论文、 应用列表、 软硬件及有用的网址。 本书通过使用大量图、 表、 框图和

图像为读者理解快速算法的概念提供了直观和生动的资料。 此外， 本书还提供了最

新的 MATLAB 的命令函数和程序源代码。



对本书的内容的理解不需要任何关于 FFT 的先验知识。 本书适用于任何想要

了解 FFT 最新发展和应用的专业技术人员。 对于计划在本领域开展工作的工程技

术人员来说， 无论其目的是基本实现还是深入研究， 本书都是一本极好的参考书。
这里本书的作者之一 D. N. Kim 还要向韩国知识经济部 （The Minstry of Knowl-

edge E （onomy） 国家信息通信产业振兴院 （National Information Technology （ IT）
Industry Promotion Agency， NIPA） 提供的 IT 奖学金项目致谢。

Ⅴ原 书 前 言



本 书 结 构

第 1 章介绍了离散傅里叶变换 （DFT） 的各类应用。 第 2 章针对等间隔采样信

号介绍了 DFT 的性质。 第 3 章分别从时域抽取 （DIT） 和频域抽取 （DIF） 的角度

对快速算法进行了分类介绍， 并基于此讲解了分裂基算法、 Winograd 算法等。 第 4
章讲述了近似计算 DFT 的整数 FFT。 第 5 章将一维的 DFT 扩展到二维信号和多维

信号， 介绍了 FFT 在滤波中的应用， 包括 DFT 域的方差分布等内容， 并讲解了如

何使用 DFT 矩阵对角化循环矩阵。 第 6 章讲述了二维 DFT 的快速算法。 第 7 章介

绍了对非均匀步长采样信号进行非均匀离散傅里叶变换 （NDFT） 的性质。 第 8 章

给出大量 FFT 的应用。 附录 A 给出了各种离散变换的性能对比。 附录 B 给出了图

像质量的谱距离测量。 附录 C 介绍了整数离散余弦变换 （ Int DCT）。 附录 D 介绍

了 DCT （离散余弦变换） 和 DST （离散正弦变换）。 附录 E 简要介绍了克罗内克

（Kronecker） 乘积及可分离性。 附录 F 详细介绍了相关的数学关系式。 附录 G 和 H
分别介绍了 MATLAB 基础知识和一些算法的 MATLAB 实现。 参考文献包括了一系

列参考书籍、 综述性论文、 软硬件资料和相关网址。 本书每一章最后均给出大量习

题和课程实践。

K. R. Rao
得克萨斯州， 阿灵顿

2010 年 8 月
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AAC　 　 　 　 Advanced Audio Coder 高级音频编码器 　 AAC - LD （低时延），
AAC - LC （低复杂度）

AC　 　 Audio Coder　 音频编码器 （如 AC2， AC3）
ACATS （FCC） Advisory Committee on Advanced Television Service　 （美国联

邦通信委员会）、 先进电视服务咨询委员会

ACM Association for Computing Machinery　 （美） 计算机协会

ADSL Asymmetric Digital Subscriber Loop / line　 非对称数字用户环路 /线
AES Audio Engineering Society　 （美） 音频工程师学会

ANN Artificial Neural Network　 人工神经网络

ANSI American National Standards Institute （美） 国家标准学会

APCCAS （IEEE） Asia - Pacific Conference on Circuits And Systems （IEEE） 电

路与系统亚太地区会议

ASIC Application Specific Integrated Circuit　 专用集成电路

ASPEC Adaptive Spectral Perceptual Entropy Coding （of High Quality Music Sig-
nals） 　 （高质量音乐信号的） 自适应频谱感知熵编码

ASSP Acoustics， Speech and Signal Processing　 声学、 语音和信号处理

ATC Adaptive Transform Coding　 自适应变换编码

ATRAC Adaptive Transform Acoustic Coding　 自适应变换声学编码

ATSC Advanced Television Systems Committee　 （美） 先进电视制式委员会

AVC Advanced Video Coding 　 高级视频编码 （标准）， MPEG - 4 AVC
（MPEG -4 第 10 部分）

AVS Audio Video Standard　 音视频标准

BER Bit Error Rate　 误码率 （或误比特率）
BF Butterfly　 蝶形

BIFORE Binary Fourier Representation　 二进制傅里叶表示

BPF Band Pass Filter　 带通滤波器

BRO Bit Reversed Order　 比特倒序

BV Basis Vector　 基向量

CAS Circuits And Systems　 电路与系统

CBT Complex BIFORE Transform　 复 BIFORE 变换

CCETT Centre Commun d ’ Etudes de Téιédiffusion et Téιécommuications （ in
French）， 即 Common Study Center of Telediffusion and Telecommunica-



tions）　 （法国） 无线电广播和电信公共研究中心

CD Compact Disc　 光盘

CDMA Code Division Multiple Access　 码分多址

CE Consumer Electronics　 消费类电子产品

CELP Code - Excited Linear Prediction 　 码激励线性预测 （编码）
CF Continuous Flow　 连续流

CFA Common Factor Algorithms　 公因子算法

CGFFT Conjugate Gradient FFT　 共轭梯度 FFT
CICC Custom Integrated Circuits Conference　 定制集成电路会议

CIPR Center For image Processing Research　 图像处理研究中心

CMFB Cosine Modulated Filter Bank　 余弦调制滤波器库

CODEC Coder and Decoder　 编解码器

COFDM Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex　 编码正交频分复用

CM Circulant Matrix　 循环矩阵

CR Compression Ratio　 压缩比

CRT Chinese Reminder Theorem　 中国剩余定理

CSVT Circuits And Systems for Video Technology　 视频技术电路与系统

DA Distributed Arithmetic　 分布式计算

DAB Digital Audio Broadcasting　 数字音频广播

DCC Digital Compact Cassette　 数字 （小型） 盒式磁带

DCT Discrete Cosine Transform　 离散余弦变换

DEMUX Demultiplexer　 解复用器

DF Decision Feedback　 判决反馈

DFT Discrete Fourier Transform　 离散傅里叶变换

DHT Discrete Hartley Transform　 离散哈特莱变换

DIS Draft International Standard　 国际标准草案

DMT Discrete Multitone （Modulation）　 离散多频音 （调制）
DOS Disc Operating Systems　 磁盘操作系统

DOT Discrete Orthogonal Transform　 离散正交变换

DPCM Differential Pulse Code Modulation　 差分脉冲编码调制

D-PTS Decomposition Partial Transmit Sequence　 分解部分传输序列

DSP Digital Signal Processing / Processor　 数字信号处理 /数字信号处理器

DST Discrete Sine Transform　 离散正弦变换

DTMF Dual-Tone Multifrequency　 双音多频 （DTMF 信号 /音调应用于电话

触控按键）
DTT Discrete Trigonometric Transform　 离散三角变换
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DVB-T Digital Video Broadcasting Standard for Terrestrial （Transmission， Using
COFDM Modulation）　 （使用 COFDM 调制进行） 地面 （传输的） 数

字视频广播标准， 简称地面无线

DVD Digital Video / Versatile Disc　 数字视频光盘 /数字通用光盘

DWT Discrete Wavelet Transform　 离散小波变换

ECCTD （Biennial） European Conference on Circuit Theory and Design 欧洲电路

理论与设计 （双年） 会

EDN Electrical Design News 电气设计新闻

EECON Electrical Engineering Conference （ of Thailand） 　 （泰国） 电气工程

会议

EEG Electroencephalograph　 脑电图仪

EKG Electrocardiograph， 又写为 ECG 心电图仪

EMC Electromagnetic Compatibility （ IEEE transactions on） （IEEE） 电磁兼

容 （汇刊）
EURASIP European Association for Signal Processing 欧洲信号处理协会

EUSIPCO European Signal Processing Conference 欧洲信号处理会议

FAQ Frequently Asked Questions 常见问题

FCC The Federal Communications Commission 　 （美国） 联邦通信委员会

FFT Fast Fourier Transform　 快速傅里叶变换

FIR Finite Impulse Response 有限脉冲响应

FMM Fast Multipole Method　 快速多极点方法

FPGA Field Programmable Gate Array　 现场可编程门阵列

FRAT Finite Radon Transform　 有限 radon 变换

FRExt Fidelity Range Extensions　 逼真度范围扩展

FRIT Finite Ridgelet Transform　 有限脊波变换

FSK Frequency Shift Keying　 频移键控

FTP File Transfer Protocol　 文件传输协议

FUDCuT Fast Uniform Discrete Curvelet Transform　 快速均匀离散曲波变换

FxpFFT Fixed Point FFT 定点 FFT
GDFHT Generalized Discrete Fourier Hartley Ttransform　 广义离散傅里叶哈特

莱变换

GDFT Generalized DFT 广义 DFT
GLOBECOM （IEEE） Global Experiment Communications Conference　 IEEE 全球实

验电信会议

GZS Geometrical Zonal Sampling　 广义区域采样

H. 263 指一种通过电话线路进行视频通信的编码标准
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HDTV High - Definition Television　 高清电视

HPF High Pass Filter　 高通滤波器

HT Hadamard Transform　 哈达玛变换

HTTP Hyper Text Transfer Protocol　 超文本传输协议

HVS Human Visual Sensitivity　 人类视觉敏感度

Hz Hertz Cycles / sec， or Cycles / meter　 赫兹， 周期 /秒； 或周期 /米
IASTED The International Association of Science And Technology for Development

　 国际科学技术开发协会

IBM International Business Machines　 （美） 国际商业机器公司

IC Integrated Circuit　 集成电路

ICA Independent Component Analysis　 独立成分分析

ICASSP （IEEE） International Conference on Acoustics， Speech， and Signal Pro-
cessing　 （IEEE） 国际声学、 语音与信号处理会议

ICC （IEEE） International Conference on Communications　 （ IEEE） 国际通

信会议

ICCE （IEEE） International Conference on Consumer Electronics　 （IEEE） 国

际消费类电子产品会议

ICCS （IEEE） International Conference on Circuits And Systems　 （ IEEE） 国

际电路与系统会议

ICECS International Conference on Electronics， Circuits and Systems 　 国际电

子、 电路与系统会议

ICIP （IEEE） International Conference on Image Processing 　 （ IEEE） 国际

图像处理会议

ICME （IEEE） International Conference on Multimedia And Expo　 （IEEE） 国

际多媒体、 展览会议

ICSPAT International Conference on Signal Processing Applications and Technolo-
gy　 国际信号处理应用与技术会议

IDFT Inverse DFT　 DFT 反变换

IEC International Electrotechnical Commission　 国际电工委员会

IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers　 美国电气与电子工程

师学会

IEICE Institute of Electronics， Information and Communication Engineers　 （日）
电子学、 信息与通信工程师学会

IFFT Inverse FFT　 FFT 反变换

IGF Inverse Gaussian Filter　 逆高斯滤波器

IJG Independent JPEG Group　 独立 JPEG 组
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ILPM Inverse LPM （log polar mapping）　 逆对数极坐标映射

IMTC （ IEEE ） Instrumentation and Measurement Technology Conference
（IEEE） 仪表与测量技术会议

IntFFT Integer FFT 整数 FFT
IP Image Processing / Intellectual Property　 图像处理 /知识产权

IRE Institute of Radio Engineers 　 美国无线电工程师学会 （现改名为

IEEE）
IS&T The Society for Imaging Science and Technology　 成像科学与技术学会

ISCAS （IEEE） International Symposium on Circuits and Systems （IEEE） 国际

电路与系统研讨会

ISCIT （ IEEE） International Symposium on Communications and Information
Technologies　 （IEEE） 国际通信与信息技术研讨会

ISDN Integrated Services Digital Network　 综合业务数字网

ISO International Organization for Standardization　 国际标准化组织

ISPACS （ IEEE International Symposium on） Intelligent Signal Processing and
Communication Systems　 （IEEE） 国际智能信号处理与通信系统 （研
讨会）

IT Information Theory 信息论

JPEG Joint Photographic Experts Group　 联合图像专家组

JSAC Journal on Selected Areas in Communications （IEEE） 　 （ IEEE） 通信

选题期刊

JTC Joint Technical Committee　 联合技术委员会

KLT Karhunen - Loève Transform　 卡洛变换， 或称 K - L 变换

LAN Local Area Networks　 局域网

LC Low Complexity　 低复杂度

LMS Least Mean Square　 最小均方

LO Lexicographic Ordering　 字典排序

LPF Low Pass Filter　 低通滤波器

LPM Log Polar Mapping　 对数极坐标映射

LPOS Left Point of Symmetry　 左对称点

LS Least Square， Iifting Scheme　 最小二次方， 提升方案

LSI Linear Shift Iinvariant　 线性移不变

LUT Look Up Tables　 查表

LW Long Window　 长窗

MCM Multichannel Carrier Modulation　 多波段载波调制

MD MiniDisc　 微型碟片
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MDCT Modified Discrete Cosine Transform　 改进离散余弦变换

MDST Modified Discrete Sine Transform　 改进离散正弦变换

ML Maximum Iikelihood / Multiplierless　 最大似然 /无乘法

MLS Maximum length Sequence　 最大长度序列

MLT Modulated Iapped Transform　 调制重叠变换

MMSE Minimum Mean Square Error　 最小均方误差

MoM The Method of Moments　 矩量法

MOPS Million Operations Per Second　 百万次运算 /秒
MOS Mean Opinion Score　 平均主观评分

MOV Model Output Variable　 模型输出变量

MPEG Moving　 Picture　 Experts Group　 运动图像专家组

MR Mixed Radix　 混合基

MRI Magnetic Resonance Imaging　 核磁共振成像

ms Millisecond　 毫秒

M / S Mid / Side， Middle and Side， or Sum and Difference　 中 /边， 或求和

与差分

MSB Most Significant Bit　 最高有效位

MUSICAM Masking Pattern Universal Subband Integrated Coding and Multiplexing
（MPEG - 1 Level 2， MP2） 　 掩蔽码型通用子带综合编码与复用

（MPEG -1 Level 2， MP2）
MUX Multiplexer　 复用器

MVP Multimedia Video Processor　 多媒体视频处理器

MWSCAS Midwest Symposium on Circuits and Systems　 中西部地区电路与系统

研讨会

NAB National Association of Broadcasters 　 （美） 全国广播工作者协会

NBC Nonbackward Compatible （With MPEG - 1 Audio） 　 非后向兼容 （具
有 MPEG -1 音频）

NMR Noise - to - Mask Ratio　 噪掩比

NNMF Nonnegative Matrix Factorization　 非负矩阵分解

NTC National Telecommunication Conference　 （美） 全国通信会议

OCF Optimum Coding in the Frequency Domain　 频域最佳编码

OEM Original Equipment Manufacturer　 原始设备制造商

OFDM Orthogonal Frequency - Division Multiplexing　 正交频分复用

ONB Orthonormal Basis　 正交基

PAC Perceptual Audio Coder　 感知音频编码器

PAMI Pattern Analysis and Machine Intelligence　 模式分析和机器智能
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PAPR Peak - to - Average Power Ratio　 峰值与平均功率比

PC Personal Computer　 个人计算机

PCM Pulse Code Modulation　 脉冲编码调制

PDPTA （International Conference on） Parallel and Distributed Processing Tech-
niques and Applications　 国际并行与分布式处理技术及应用 （会议）

PE Perceptual Entropy　 感知熵

PFA Prime Factor Algorithm　 素因子算法

PFM Prime Factor Map　 素因子映射

PoS Point of Symmetry　 对称点

PQF Polyphase Quadrature Filter　 多相正交滤波器

PR Perfect Reconstruction　 完美重建

PRNG Pseudorandom Number Generator　 伪随机数发生器

P / S Parallel to Serial Converter　 并联 -串联转换器

PSF Point Spread Function　 点扩散函数

PSK Phase Shift Keying　 相移键控

PSNR Peak - to - Peak Signal - to - Noise Ratio　 峰 -峰值信噪比

QAM Quadrature Amplitude Modulation　 正交幅度调制

QMF Quadrature Mirror Filter　 正交镜像滤波器

QPSK Quadrature Phase - Shift Keying　 正交相移键控

RA 指 Radon transform， Radon　 变换

RAM Random Access Memory　 随机存取存储器

RELP Residual Excited Iinear Prediction　 余音激励线性预测

RF Radio Frequency　 射频

RFFT Real valued FFT　 实数型 FFT
RI Ridgelet transform　 脊波变换

RMA Royal Military Academy （of Belgium）　 （比）皇家陆军军官学校

RPI Rensselear Polytechnic Institute　 （美）伦塞勒理工学院

RPOS Right Point of Symmetry　 右对称点

R - S Reed Solomon　 里德所罗门

RST Rotation， Scaling and Translation　 旋转、 缩放和转变

SDDS Sony Dynamic Digital Sound　 索尼动态数字伴音系统

SEPXFM 指 Stereo - Entropy - Coded Perceptual Transform Coder　 立体声熵编码

感知变换编码器

SIAM Society for Industrial and Applied Mathematics　 工业与应用数学学会

SiPS Signal Processing Systems　 信号处理系统

SMPTE Society of Motion Picture and Television Engineers　 运动图像与电视工
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程师学会

SMR Signal - to - Mask Ratio　 信掩比

SNR Signal to Noise Ratio　 信噪比

SOPOT Sum - of - Powers - of - Two　 2 的幂和

SP Signal Processing　 信号处理

S / P Serial to Parallel Converter　 串联 -并联转换器

SPIE Society of Photo - optical and Instrumentation Engineers　 （美）光学照

相设备工程师学会

SPS Symmetric Periodic Sequence　 对称周期序列

SR Split Radix　 分裂基

SS Spread Spectrum　 扩频

SSST Southeastern Symposium on System Theory　 （美）东南部地区系统论研

讨会

STBC Space - Time Block Code　 空时分组码

SW Short Window　 短窗

TDAC Time Domain Aliasing Cancellation 时域混叠相消

T / F Time - to - Frequency　 时域 -频域

UDFHT Unified Discrete Fourier - Hartley Transform　 统一离散傅里叶 - 哈特

莱变换

USC University of Southern California　 （美）南加州大学

VCIP （ SPIE and IS&T ） Visual Communications and Image Processing 　
（SPIE 与 IS&T 主办的） 国际视觉通信与图像处理会议

VCIR Visual Communication and Image Representation　 视觉通信与图像表示

VLSI Very Iarge Scale Integration　 超大规模集成电路

VSP Vector Signal Processor　 向量信号处理器

WD Working Draft　 工作草案

WHT Walsh - Hadamard Transform　 沃尔什 -哈达玛变换

WLAN Wireless LAN　 无线局域网

WMV Window Media Video　 微软操作系统的视频文件格式

WPMC International Symposium on Wireless Personal Multimedia Communica-
tions　 国际无线个人多媒体通信研讨会

缩　 略　 语



第 1 章　 简　 　 介

快速傅里叶变换 （ Fast Fourier Transform， FFT） [A1，LA23] 是离散傅里叶变换

（Discrete Fourier Transform， DFT） [A42]的有效实现。 DFT 是数字信号处理领域中应

用最为广泛的离散变换。 DFT 将一个序列 x（n）映射到频率域。 DFT 的许多性质都

与对模拟信号进行傅里叶变换的性质相同。 DFT 最初是由 Cooley 和 Tukey[A1] 提出

的， 后续的许多研究人员对其进行了增强和改进 （其中有不少是针对于特定的软

硬件系统）。 DFT 的发展激发和促进了其在各类学科中获得广泛应用和飞速发展。
目前， 已经涌现了许多独立于 Cooley - Tukey 方法的算法， 如素因子 （prime factor）
算法[B29，A42] 、 分裂基 （split radix） 算法[SR1，O9，A12，A42] 、 向量基 （vector radix） 算

法[A16，B41] 、 分裂向量基 （split vector radix） 算法[SDS1，SR2，SR3] 、 Winograd 傅里叶变

换算法 （WFTA） [A35 - A37]等。 许多公司在各自的平台上提供了实现 FFT 及其相关

应用的软件， 如卷积 /相关、 滤波、 频谱分析等。 并且， 通用数字信号处理器

（Digital Signal Processor， DSP） 芯片可以编程来实现 FFT 和其他离散变换。
本书第 2 章定义了 DFT 及其反变换 （即 IDFT）， 并详细讨论了它们的性质。

之后介绍了与之相应的快速算法的发展。 从本质上说， DFT 和 IDFT 的快速算法是

完全相同的。 DFT 是复运算， 具有正交性和可分性。 正是由于其所具有的可分性，
从一维 DFT / IDFT 扩展到多维 DFT / IDFT 十分简单易行。 多维 DFT / IDFT 可以通过

使用一系列的一维 DFT / IDFT 实现。 当然， 在具体的实现中采用了快速算法， 以减

少存储、 计算的复杂度和有限字长运算引起的舍入 /截断误差。 对于实数数据序列，
计算复杂度可进一步降低。 快速算法的其他优点还包括递归 （意味着不同规模的

DFT 和 IDFT 可使用同一算法实现） 和模块化。 而且， 通过对不同算法的灵活组

合， 可以产生最优的方法。 对于某些特定算法， 无需借助一维算法也可以直接实现

二维 DFT / IDFT[A42] 。 在本书的最后， 给出了大量算法和应用的参考文献。

1. 1　 离散傅里叶变换的应用

离散傅里叶变换的应用十分广泛。 快速傅里叶变换及其反变换 （FFT / IFFT）
算法 （包括硬件和软件算法） 的发展加速了各类应用的出现。 下面给出一些例子：

• 阵列天线分析

• 自相关和互相关

• 带宽压缩

• 信道分离和组合



• Chirp Z 变换

• 卷积

• 卷积信号的分解

• 心电图和脑电脑仪 （ Electrocardiograph 和 Electroencephalograph， EKG 和

EEG） 的信号处理

• 滤波器库

• 滤波器模拟

• 科学鉴定学

• 傅里叶光谱学

• 图像分形编码

• 频移键控 （Frequency Shift Keying， FSK） 解调

• 广义频谱和同形滤波

• 抗多径干扰

• 图像质量度量

• 图像配准

• 内插和抽取

• 线性预测

• 最小均方 （Least Mean Square， LMS） 自适应滤波器

• 通过 FFT 实现 MDCT / MDST （杜比 AC - 3 [音频编码器， 5. 1 环绕声道]，
DVD， MPEG -2 AAC [高级音频编码]， MPEG -4 音频 [ > 64Kbit / s]）

• 核磁共振成像

• 运动预测

• 多路载波传输

• 多频率检测

• 多时间序列分析及滤波

• 去噪滤波

• 差分方程的数值求解

• 正交频分复用 （Orthogonal Frequency - Division Multiplexing， OFDM） 调制

• 光信号处理

• 模式识别

• 基于相位相关的运动预测

• 医学成像中的相位相关 （Phase Only Correlation， POC）
• 能量频谱分析

• 相移键控 （Phase Shift Keying， PSK） 分类

• 音频编码的心理声学模型

• 雷达信号处理
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• 信号描述和辨别

• 声纳信号处理

• 频谱预测

• 语音加密

• 语音信号处理

• 语音声谱图

• 扩展频谱

• 表面纹理分析

• 视频 /图像压缩

• 水印

• 维纳滤波 （图像去噪）
• 二维和三维图像旋转
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第 2 章　 离散傅里叶变换

2. 1　 定义

离散傅里叶变换 （DFT） 及其反变换 （IDFT） 定义如下。

2. 1. 1　 DFT

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N 　 　 k = 0， 1，… ，N - 1 为 N 个 DFT 系数 （2. 1a）

WN = exp - j2π
N

 

 
 

 

 
 

Wkn
N = exp - j2π

N
 

 
 

 

 
 kn[ ]

式中， x （n） 是一个均匀采样序列， n = 0， 1， …， N - 1； T 为采样间隔； WN =
exp（ - j2π / N）是 1 的 N 次根； XF （ k） 为第 k 个 DFT 系数， k = 0， 1， …， N -

1； j = - 1。

2. 1. 2　 IDFT

　 　 x（n） = 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k）W -kn

N 　 　 n = 0，1，…，N - 1 为 N 点采样数据 （2. 1b）

（Wkn
N ）∗ =W - kn

N = exp （j2π / N）kn[ ]　 e ± jθ = cos θ ± jsinθ
式中， 上标 “∗” 代表复共轭运算。 DFT 的变换对可以使用下式表示：

x n（ ）⇔XF （k） （2. 2）
式 （2. 1b） 中的归一化因子 1 / N 可以平均分配在 DFT 和 IDFT 中 （此时称为

归一化 DFT）， 也可以全部放在 DFT 运算中。

2. 1. 3　 归一化 DFT

正变换

XF（k） = 1
N
∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N 　 　 k = 0，1，…，N - 1 （2. 3a）

反变换



x（n） = 1
N
∑
N-1

k = 0
XF（k）W -kn

N 　 　 n = 0，1，…，N - 1 （2. 3b）

或者写为

正变换

XF（k） = 1
N∑

N-1

n = 0
x（n）exp - j2πkn

N（ ）　 　 k = 0，1，…，N - 1 （2. 4a）

反变换

x（n） = ∑
N-1

k = 0
XF（k）exp j2πkn

N（ ）　 　 n = 0，1，…，N - 1 （2. 4b）

式 （2. 1）、 式 （2. 3） 、 式 （2. 4） 中定义的 DFT / IDFT 是等价的。 为保持一

致性， 我们使用式 （2. 1） 的形式， 即

DFT　 XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n） cos 2πknN - jsin 2πkn

N[ ]　 k = 0，1，…，N - 1

（2. 5a）

IDFT　 x（n） = 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k） cos 2πknN + jsin 2πkn

N[ ]　 n = 0，1，…，N - 1

（2. 5b）
x（n）和 XF（k）均为长度为 N 的序列。

x（n）
（N × 1）

= [x（0），x（1），…，x（N - 1）] T 　 　 N 点数据向量

XF（k）
（N × 1）

= [XF（0），XF（1），…，XF（N - 1）] T 　 　 N 点 DFT 向量

WN = exp - j2π
N

 

 
 

 

 
 　 1 的 N 次根

Wk
N =Wkmod N

N

式中， kmod N = kmodulo N， 表示 （k / N） 的余数。 例如， 23mod 5 = 3 （因为
23
5 =

图 2. 1　 1 的 8 个根均匀分布在 z
平面以原点为中心的单位圆上

4 + 3
5 ）。 这里上标 T 表示转置。

∑N-1
k = 0

Wk
N = 0。 所有 N 个根均匀分布在以

原点为中心的单位圆上， 即 1 的 N 个根之和为

0， 如 ∑
7

k = 0
Wk

8 = 0 （见图 2. 1）。 一般情况下， 当

p 为整数时， 有 ∑
N-1

k = 0
Wpk

N = Nδ（p）。
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下面讨论 Z 变换与 DFT 的关系。

2. 2　 Z 变换

x（n）的 Z 变换 X（ z）定义为

X（ z） = ∑
N-1

n = 0
x（n） z -n （2. 6a）

令 fs =
1
T 为采样速率 （单位为每秒采样点数）， 或者 T = 1

fs
， 即采样间隔 （单位为

s）， 则

X（ejωT） = ∑
N-1

n = 0
x（n）exp - j2πfn

fs
[ ] （2. 6b）

此式表示 X（ z）在 z 平面以原点为中心的单位圆上的取值。
通过对单位圆进行等间隔采样， 式 （2. 6b） 可表示为

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）exp - j2πkn

N[ ]　 　 k = 0， 1， …， N - 1 （2. 7）

式中， k = Nf / fs。
x（n）的 DFT 实际上是 x（n）的 Z 变换在单位圆上的等间隔采样 （见图 2. 3）。
XF（k） 表示{x（n）}在频率为 f = kfs / N 时的 DFT， k = 0， 1， …， N - 1。 需要注

意的是， 由于存在频率混叠， 因此 x（n）的最高频率系数为 XF N
2

 

 
 

 

 
 ， 即 f =

fs
2 。 例

如， 当 N = 100， T = 1μs 时， fs = 1MHz， 频域分辨率 f0 为104Hz， 最高频率分量为

0. 5MHz （见图 2. 2 ～图 2. 4）。

图 2. 2　 fs / 2 处频率混叠效应

频域分辨率为

f0 = 1
NT = 1

TR
=
fs
N （2. 8）
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式中， TR = NT， 为记录长度。 对于一个给定的 N， 可以看出频域分辨率 f0 和时域

分辨率 T 之间具有反比的关系。 需要注意的是， x（n）可以是空间均匀采样序列，

此时 T 的单位为 m， fs =
1
T 表示每米采样点的个数。

DFT 的周期性如图 2. 3 所示。 当我们追踪 z 平面单位圆上的等间隔采样点

XF（k）时， 每绕单位圆一周， DFT 都会循环一次。 因此

图 2. 3　 x（n）的 DFT 为 x（n）的 Z 变换在 z 平面单位圆上的等间隔采样及

T = 1μs、 N = 100 时的实例

a） x（n）的 DFT 为 x（n）的 Z 变换在 z 平面单位圆上的等间隔采样

b） 当 T = 1μs、 N = 100 时的实例

XF（k） = XF（k + ιN） （2. 9a）
式中， ι 为整数。 DFT 假设 x（n） 也以 N 为周期， 即

x（n） = x（n + ι N） （2. 9b）
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图 2. 4 给出了一个具体的例子。 对于图 2. 5a 所示的一个信号 x1 （n）， 其幅频

特性如图 2. 5b 所示。

图 2. 4　 x（n）的最高频率为 XF（N / 2）（即 f = fs / 2）

图 2. 5　 x1（n）的最高频率为 XF（N / 2）， 是当 f = fs / 2 时，

而不是 f = fs 时， 原因是频率混叠 （见图 2. 2）
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x1（n） = sin 2π
T1

n 

 
 

 

 
 = sin 2π

20 n
 

 
 

 

 
 　 　 n = 0，1，…，N - 1　 　 N = 100

T1 = 20T = 20μs　 　 记录长度　 　 TR = NT = 100μs

fs = 1 / T = 1MHz　 f0 =
fs
N = 1

100MHz　 f1 = 5f0 = 5
100MHz

fs
2 = 50f0 = 1

2 MHz

式 （2. 1） 以求和形式表示的 DFT / IDFT 也可以用向量矩阵相乘的形式表

达， 即

[XF（k）] = F[ ] x（n）[ ] （2. 10a）
式中， [F]为（N × N）DFT 矩阵， 见式 （2. 11）。

　 　 　 　 列　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 行

　 　 　 　 n→0　 1　 2　 …n…N - 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k
↓

XF（0）

XF（1）
︙

XF（k）
︙

XF（N - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=
　 　 　 Wnk

N

（n， k = 0， 1， …， N - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

x（0）
x（1）
︙

x（n）
︙

x（N - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

　

0
1
︙
k
︙

（N - 1）
（N × 1） 　 　 　 　 （N × N） 　 　 　 　 　 　 （N × 1）

IDFT　 [x（n）] = 1
N [F]∗[XF（k）] （2. 10b）

　 　 　 列　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 行

　 　 　 　 　 k→0　 1　 2　 …k…N - 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n
↓

　 　

x（0）
x（1）
︙

x（n）
︙

x（N - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

= 1
N

W - nk
N

（n， k = 0， 1， …， N - 1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

XF（0）
XF（1）

︙
XF（k）

︙
XF（N - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

　

0
1
︙
n
︙

（N - 1）

　 　 （N × 1） 　 　 　 　 　 （N × N） 　 　 　 　 　 （N × 1）
（N × N） DFT 矩阵[F]为
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　 　 　 列　 　 　 0　 　 　 1　 　 　 2…　 　 n…　 　 （N - 1） 　 　 　 行

　 　 　 →　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↓

　 　 [F]
（N × N）

=

W0
N W0

N W0
N … W0

N

W0
N W1

N W2
N … W （N -1

N ）

W0
N W2

N W4
N … W2（N -1）

N

︙ ︙ ︙ … ︙
W0

N Wk
N W2k

N … Wk（N -1）
N

︙ ︙ ︙ … ︙
W0

N W（N -1）
N W2（N -1）

N … W（N -1）（N -1）
N

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

　

0
1
2
︙
k
︙

（N - 1）

DFT 矩阵 （2. 11）
注意

1
N
[F]∗ 

 
 

 

 
 

1
N
[F] 

 
 

 

 
 = [ IN]为（N × N）单位矩阵

[F] 中的每一行都是一个基向量 （Basis Vector， BV）。 [F] 中第 ι 行第 k 列的元
素为 Wιk

N。 其中， ι， k = 0， 1， …， N - 1。 由于 WN = exp （ - j2π / N） 是 1 的 N 次

根， 因此在 [F] 的 N2 个元素中， 只有 N 个元素值是不同的， 即 Wι
N =Wιmod N

N 。 通

过观察 DFT 矩阵可以得到如下结论：
（1） [F] 是对称的， 即[F] = [F] T。
（2） [F] 是酉矩阵， 即[F][F]∗ = N[ IN]。 其中， [ IN] 为 （N × N） 的单位

矩阵。

[F] -1 = 1
N [F]∗， [F] [F] -1 = [ IN] =

1
1

O

O
⋱

1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

为单位矩阵

（2. 12）
例如， （8 × 8） DFT 矩阵可以简化为 （此时有 W =W8 = exp （ - j2π / 8））

　 列　 　 0　 1　 　 2　 　 3　 　 4　 　 5　 　 6　 　 7　 　 行

　 →　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↓
1 1 1 1 1 1 1 1
1 W W2 W3 - 1 -W -W2 -W3

1 W2 - 1 -W2 1 W2 - 1 -W2

1 W3 -W2 W - 1 -W3 W2 -W
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
1 -W W2 -W3 - 1 W -W2 W3

1 -W2 - 1 W2 1 -W2 - 1 W2

1 -W3 -W2 -W - 1 W3 W2 W

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

　

0
1
2
3
4
5
6
7

（2. 13）
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注意到 WN / 2
N = - 1、 WN / 4

N = - j， 且 ∑
N-1

k = 0
Wk

N = 0 为所有 N 个相异根的和。 这些根均

匀分布在 z 平面以原点为中心的单位圆上 （见图 2. 3）。

2. 3　 DFT 的性质

根据定义， DFT 有以下性质。
1. 线性

给定 x1（n）⇔XF
1 （k）和 x2（n）⇔XF

2 （k）， 则

[a1x1（n） + a2x2（n）]⇔[a1XF
1 （k） + a2XF

2 （k）] （2. 14）
式中，a1 和 a2 均为常数。

2. 复共轭定理

对于 N 点 DFT，当 x（n）为实序列时， 有

XF N
2 + k 

 
 

 

 
 = XF∗ N

2 - k 

 
 

 

 
 　 　 k = 0，1，…，N2 （2. 15）

这说明 XF（0）和 XF （N / 2）均为实数。 将 XF （ k）用极坐标形式表示，即 XF （ k） =
XF（k） exp [jΘ（k）]。 显然， 在频域 XF（k） 对于 k 是关于 N / 2 的偶函数， Θ（k）

对于 k 是关于 N / 2 的奇函数 （见图 2. 4）， 这里 XF （k） 和 Θ（k）分别称为幅度谱

和相位谱。 在 N 个 DFT 系数中， 仅有 （N / 2） + 1 个系数是独立的。 XF （k） 2 为

功率谱， k = 0， 1， …， N - 1。 功率谱在频域是关于 N / 2 对称的偶函数 （见图

2. 6）。

XF N
2 + k（ ） = ∑

N-1

n = 0
x（n）W N

2 +k（ ）n
N

XF∗ N
2 - k（ ） = ∑

N-1

n = 0
x（n）W N

2 -k（ ）n
N[ ]∗ = ∑

N-1

n = 0
x（n）W N

2 +k（ ）n
N = XF N

2 + k（ ）

由于 WN / 2
N = exp - j2π

N
N
2（ ） = e - jπ = - 1，（W -kn

N ）∗ = Wkn
N

XF（0） = ∑
N-1

n = 0
x（n），dc 系数 　 1

N∑
N-1

n = 0
x（n）：x（n） 的均值

图 2. 6　 x（n） 为实序列时的相位谱和幅度谱
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图 2. 6　 x（n） 为实序列时的相位谱和幅度谱 （续）

XF N
2（ ） = ∑

N-1

n = 0
x（n）WnN

2
N = ∑

N-1

n = 0
x（n）（ - 1） n

图 2. 7 给出了， 当 x（n）为实序列时， XF（k）关于 k = N / 2 的奇偶特性

3. 帕斯瓦尔定理

该定理对于所有酉变换都成立。

∑
N-1

n = 0
x（n）x∗（n） = 1

N∑
N-1

k = 0
XF（k）XF∗（k） （2. 16a）

序列{x（n）}的能量在 DFT 域保持不变。
证明：

　 　 ∑
N-1

n = 0
x（n） 2 = ∑

N-1

n = 0
x（n）x∗（n） = 1

N∑
N-1

n = 0
x∗（n）∑

N-1

k = 0
XF（k）W -nk

N

= 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k）∑

N-1

n = 0
x∗（n）W -nk

N = 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k） ∑

N-1

n = 0
x（n）Wnk

N（ ）∗

= 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k）XF∗（k） = 1

N∑
N-1

k = 0
XF（k） 2 （2. 16b）
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图 2. 7　 当 x（n） 是实序列时， XF（k）在 k = N / 2 处的奇偶特性
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4. 循环移位

给定 x （n） ⇔XF （k）， 则

x（n + h）⇔XF（k）W - hk
N （2. 17）

式中， x（n + h）表示在时域向左循环移位 h 个采样间隔， 即{ xn + h}为（ xh，xh +1，
xh +2，…，xN -1，x0，x1，…，xh -1）。

证明：
由于

∑
N+h-1

m = h
x（m）Wmk

N = XF（k）　 　 k = 0，1，…，N - 1

所以

DFT[x（n + h）] = ∑
N-1

n = 0
x（n + h）Wnk

N 　 　 使 m = n + h

= ∑
N+h-1

m = h
x（m）W（m-h）k

N

= ∑
N+h-1

m = h
x（m）Wmk

N（ ）W -hk
N

= XF（k）W -hk
N （2. 18）

因为 W - hk
N = 1， 所以原序列的 DFT 和循环移位后序列的 DFT 仅相位是相关的。

对一个序列进行循环移位操作， 其幅度谱和功率谱均保持不变。

5. x（n）exp j2πhn
N

 

 
 

 

 
 [ ]的 DFT

DFT x（n）exp j2πhn
N（ ）[ ] = ∑

N-1

n = 0
（x（n）W -hn

N ）Wkn
N = ∑

N-1

n = 0
x（n）W（k-h）n

N = XF（k - h）

（2. 19）

由于 XF（k） = ∑N-1
n = 0

x（n）Wkn
N ， k = 0， 1， …， N - 1。 因此， XF（k - h）是 XF（k）在

频域循环移位 h 个采样间隔的结果。 对于 h = N / 2 的特殊情况， 有

DFT x（n）exp j2π
N

N
2 n 

 
 

 

 
 [ ] = DFT[（ - 1） nx（n）]， e ± jπn = （ - 1） n

　 　 = DFT{x（0）， - x（1），x（2）， - x（3），x（4），…，（ - 1）N -1x（N - 1）}

= XF（k - N
2 ） （2. 20）

式中， {x（0）， x（1）， x（2）， … ， x（N - 1）}为原始 N 点序列。
在离散的频谱中， 直流分量现在移动到了中点 （见图 2. 8）。 在中点的左右两

边， 频率均随着与中点距离的增加而增加 （考虑正频率和负频率）。
6. 置换序列的 DFT [B1]

{x（pn）}⇔{XF（qk）}　 　 0≤p，q≤N - 1 （2. 21）
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现置换序列 x（n）， 使用 pn modulo N 替换 n。 其中， 0≤p≤N - 1 且 p 是与 N 互

质的整数。 则 x（pn）的 DFT 为

AF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（pn）Wnk （2. 22）

图 2. 8　 [（ - 1） nx（n）]的 DFT， dc 系数在中心位置，
频率沿远离中心的左右方向增加

若 a 和 b 除 1 之外没有其他公共因子， 则称 a 与 b 互质， 用（a， b） = 1 表示。
由于（p， N） = 1， 因此可以找到一个整数 q， 使得 0≤q≤N - 1 且 qp≡ （1modulo N）
（详细内容参见习题 2. 21 （a））。 如果用 qn modulo N 代替 n， 则式 （2. 22） 保持不

变。 于是有

　 　 　 AF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（pqn）Wnqk

= ∑
N-1

n = 0
x（aNn + n）Wnqk 由于 qp ≡ （1 modulo N），或 qp = aN + 1

= ∑
N-1

n = 0
x（n）Wn（qk） = XF（qk）　 x（n） 为式（2. 9b） 给出的周期形式

（2. 23）
式中， a 为整数。

【例 2. 1】 　 当 N = 8 时， p = {3， 5， 7}。 p = 3 时 q = 3， p = 5 时 q = 5， p = 7
时 q = 7。 当 p = 3 时， pn = {0， 3， 6， 1， 4， 7， 2， 5}。 由于 p = q = 3， 因此当

n = k 时 pn = qk。 当 p = 5 时， pn = {0， 5， 2， 4， 7， 1， 6， 3}。 当 p = 7 时， pn =
{0， 7， 6， 5， 4， 3， 2， 1}。

【例 2. 2】 　 令 N = 8、 p = 3， 则有 q = 3。 令 x （n） = {0， 1， 2， 3， 4， 5， 6，
7}， 则

AF（K） = XF（qk） = {XF（0），XF（3），XF（6），XF（1），XF（4），XF（7），XF（2），XF（5）}
则有

a（n） = [AF（k）]的 N 点 IDFT
= {0， 3， 6， 1， 4， 7， 2， 5} = x （pn）
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2. 4　 卷积定理

对两个周期序列在空域 /时域进行循环卷积相当于两者在 DFT 域相乘。 令 x
（n）和 y（n）为两个周期为 N 的实序列。 则它们的循环卷积为

zcon（m） = 1
N∑

N-1

n = 0
x（n）y（m - n） m = 0，1，…，N - 1

= x（n）∗y（n） （2. 24a）
在 DFT 域， 这相当于

ZF
con（k） = 1

N XF（k）YF（k） （2. 24b）

式中， x（n）⇔XF（k）， y（n）⇔YF（k）， zcon（m）⇔ZF
con（k）。

证明： zcon（m）的 DFT 为

∑
N-1

m = 0

1
N∑

N-1

n = 0
x（n）y（m - n）[ ]Wmk

N

= 1
N∑

N-1

n = 0
x（n）Wnk

N ∑
N-1

m = 0
y（m - n）W（m-n）k

N

= 1
N XF（k）YF（k）

IDFT 1
N XF（k）YF（k）[ ] = zcon（m）

如果希望使用 DFT 得到非循环或非周期卷积的结果， 则两个序列 x（n）和 y（n）
必须通过补零进行扩展。 尽管通过 DFT 相乘仍然实现的是循环卷积， 但此时所得

结果的一个周期与非循环卷积是相同的 （见图 2. 9）。 这一结论具体说明如下：
给定 M 点序列{x（n）} = {x0， x1， …， xM -1} 和 L 点序列{y（n）} = {y0，y1，

…，yL -1}， 下面求两者的循环卷积。
（1） 在序列 x（n）末尾补 N - M 个零， 即{ xe （n）} = { x0， x1， …， xM -1， 0，

0， …， 0}， 且满足 N≥M + L - 1。
（2） 在序列 y（n）末尾补 N - L 个零， 即{ye（n）} = {y0， y1， …， yL -1， 0， 0，

…， 0}。
（3） 对{xe（n）}进行 N 点 DFT 得到{XF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。
（4） 对{ye（n）}重复步骤 （3） 得到{YF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。

（5） 令
1
N XF

e （k）与 YF
e （k）两者相乘得到

1
N XF

e （k）YF
e （k）， k = 0， 1， …， N - 1。

（6） 对
1
N XF

e （k）YF
e （k）进行 N 点 IDFT 得到 zcon（m）， m = 0， 1， …， N - 1， 即
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图 2. 9　 基于 DFT / IDFT 的非周期卷积， xe（n）和 ye（n）是补零扩展后的序列

为 x（n）和 y（n）的非周期卷积。
显然， 所有的 DFT 和 IDFT 均可通过快速算法实现 （见本书第 3 章）。 注意，

此处{XF
e （k）}和{YF

e （k）}分别是扩展序列{xe（n）}和{ye（n）}的 N 点 DFT。
【例 2. 3】 　 周期和非周期 （见图 2. 10）
两个序列{x（n）}和{y（n）}的离散卷积为

zcon（m） = 1
N ∑

N -1

n =0
x（n）y（m - n）

x（n）　 　 n = 0，1，…，M - 1
y（n）　 　 n = 0，1，…，L - 1　 　 （N = L +M - 1）
zcon（m）　 m = 0，1，…，N - 1

下面的例子对此进行了说明。
【例 2. 4】 　 令 x（n）为{1， 1， 1， 1} n = 0， 1， 2， 3， 即 L = 4。 将 x（n）与其自

身进行卷积。

　 　 {x（n）} →

1 1 1 1

x（0） x（1） x（2） x（3）
1 1 1 1

x（3） x（2） x（1） x（0）

← {x（ - n）}　 　 zcon（m） = 1
N∑

N-1

n = 0
x（n）x（m - n）
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图 2. 10　 非周期函数 x1（ t）与 x2（ t）的卷积与它们各自组成的同周期函数的

周期卷积结果相同

a） x1（ t）和 x2（ t）的非周期卷积　 b） x1P（ t）和 x2P（ t）的周期卷积

zcon（0） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（ - n）

= 1
8

（1） 保持{x（n）}不变。
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（2） 将{y（n）}关于 0 点反转， 得{y（ - n）}。
（3） 令 x（n）和 y（ - n）相乘， 然后对结果求和。
（4） 将{y（ - n）}右移一个采样间隔， 令 x（n）和 y（1 - n）相乘， 然后对结果

求和。
（5） 将{y（ - n）}右移两个采样间隔， 相乘并求和。
（6） 将{y（ - n）}右移三个采样间隔， 相乘并求和。 以此类推。

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

x（3） x（2） x（1） x（0）
← {x（1 - n）}

zcon（1） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（1 - n）

= 2
8

��������������������������������������������������������������������������

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　 　 　 　 　 　
x（3） x（2） x（1） x（0）

← {x（2 - n）}

zcon（3） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（2 - n）

= 3
8

��������������������������������������������������������������������������

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
x（3） x（2） x（1） x（0）

← {x（3 - n）}

zcon（3） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（3 - n）

= 4
8
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��������������������������������������������������������������������������

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　 　 　 　 　 　 　 　
x（3） x（2） x（1） x（0）

← {x（4 - n）}

　 　 　 　 　 　 zcon（4） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（4 - n）

= 3
8

��������������������������������������������������������������������������

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 x（3） x（2） x（1） x（0）
← {x（5 - n）}

　 　 　 　 　 　 zcon（5） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（5 - n）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 = 2
8

��������������������������������������������������������������������������

{x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 x（3） x（2） x（1） x（0）
← {x（6 - n）}

　 　 　 　 　 　 　 zcon（6） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（6 - n）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 = 1
8

��������������������������������������������������������������������������

　 {x（n）} →
x（0） x（1） x（2） x（3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
x（3） x（2） x（1） x（0）

← {x（7 - n）}
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zcon（7） = 1
8 ∑

7

n = 0
x（n）x（7 - n） = 0

zcon（m） = 0　 　 m ≥7 和 m ≤ （ - 1）

单位序列与自身卷积得到了一个三角序列， 这是非周期或非循环卷积。 为了通

过 DFT / IDFT 实现非周期卷积， 首先需在{x（n）}， n = 0， 1， …， L - 1 和{y（n）}，
n = 0， 1， …， M - 1 末尾补零扩展到长度 N≥M + L - 1 （见图 2. 9）。

2. 4. 1　 乘积定理

两个周期序列在时域 /空域的乘积相当于在 DFT 域进行循环卷积 （见习题

2. 16）。

2. 5　 相关性定理

与卷积定理类似， 相关性也存在类似的定理 （见图 2. 11）。 两个实周期序列

x（n）和 y（n）的循环相关定义为

图 2. 11　 卷积定理与相关性定理的关系
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zcor（m） = 1
N ∑

N -1

n =0
x∗（n）y（m + n）　 　 　 x（n）为复序列

= 1
N ∑

N -1

n =0
x（n）y（m + n） m = 0，1，…N - 1 （2. 25a）

这个过程与离散卷积类似， 区别在于{y（n）}没有进行反转。 在 DFT 域式 （2. 25a）
等同于

ZF
cor（k） = 1

N XF∗（k）YF（k）　 注意 ZF
cor（k）≠

1
N XF（k）YF∗（k） （2. 25b）

证明：

zcor （m） 的 DFT 是 ∑
N-1

m = 0

1
N∑

N-1

n = 0
x（n）y（m + n）[ ]Wmk

N

= 1
N∑

N-1

n = 0
x（n）W -nk

N ∑
N-1

m = 0
y（m + n）W（m+n）k

N 　 　 使 m + n = ι

= 1
N ∑

N-1

n = 0
x（n）W -nk

N
       

∑
N-1 +n

ι = n
y（ ι）Wιk

N

       

= 1
N XF∗（k）YF（k）　 　 这里 zcor（m）⇔ZF

cor（k）

与卷积的情形一样， 若要通过 DFT / IDFT 获得非循环 （非周期） 相关，
{x（n）}和{y（n）}都需要通过补零扩展到 N≥M + L - 1 （M 和 L 分别是{x（n）}和
{y（n）}的长度）。 尽管此时得到的结果为循环相关， 但它在一个周期内和非循环相

关的结果是一样的。
通过对图 2. 9 所示框图中的 XF（k）取复共轭， 使得该框图同样适用于非周期相

关的计算。

IDFT 1
N XF∗（k）YF（k）[ ] = zcor（m） （2. 26）

相关算法表述如下：
给定 M 点序列{x（n）} = {x0， x1， …， xM -1} 和 L 点序列{y（n）} = {y0， y1，

…， yL -1}， 下面求两者的循环相关：
（1） 在序列 x（n）末尾补 N -M 个零， 得到{xe（n）} = {x0， x1， …， xM -1， 0，

0， 0， …， 0}， 且满足 N≥M + L - 1。
（2） 在序列 y（n）末尾补 N - L 个零， 得到{ye（n）} = {y0， y1， …， yL -1， 0，

0， …， 0}。
（3） 对{xe（n）}进行 N 点 DFT， 得{XF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。
（4） 对{ye（n）}重复步骤 （3）， 得{YF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。

（5） 令
1
N XF∗

e （k）与 YF
e （k） 相乘， 得到

1
N XF∗

e （k）YF
e （k）， k = 0， 1， …， N - 1。
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（6） 对
1
N XF∗

e （k）YF
e （k）{ }进行 N 点 IDFT， 得到 zcor（m）， m = 0， 1， …， N -

1， 即{x（n）}和{y（n）}的非周期相关。
（7） 由于当 0≤m≤N - 1 时， zcor（m）是不同时延下的相关值。 其中， 正时延

和负时延以一种环绕的方式存储。 可以采用以下方法获得 z（m）。 当 M≥L、 N = M
+ L - 1 时， 有

z（m） = zcor（m） 0≤m≤L - 1
z（m - N） = zcor（m） M≤m≤N - 1

（2. 27）

【例 2. 5】 　 给定 M 点序列{x（n）} = {1， 2， 3， 1} 和 L 点序列{y（n）} = {1，
1， 3}， 计算两者的非周期相关。

（1） 在 x（n）末尾补 N -M 个零， 得{xe（n）} = {1， 2， 3， 1， 0， 0}， 且满足

N = L +M - 1。
（2） 在 y（n）末尾补 N - L 个零， 得{ye（n）} = {1， 1， 3， 0， 0， 0}。
（3） 对{xe（n）}进行 N 点 DFT， 得{XF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。
（4） 对{ye（n）}重复步骤 （3）， 得{YF

e （k）}， k = 0， 1， …， N - 1。
（5） 将 XF∗

e （k）与 YF
e （k） 相乘， 得 XF∗

e （k）YF
e （k）， k = 0， 1， …， N - 1。

（6） 对{XF∗
e （k）YF

e （k）}进行 N 点 IDFT， 得{x（n）}和{y（n）}的非周期相关 N
{ zcor（m）} = {12， 7， 3， 1， 4， 8}。

（7） 由于当 0≤m≤6 时， zcor（m）是相关值以环绕顺序存储的结果。 可以根据
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式 （2. 27） 得到 N{ z（m）} = {1， 4， 8， 12， 7， 3}， - 2≤m≤3。
【例 2. 6】 　 利用 MATLAB 实现例 2. 5。

x = [1 2 3 1]；
y = [1 1 3]；
x_ e = [1 2 3 1 0 0]； % （1）
y_ e = [1 1 3 0 0 0 ]； % （2）
Z = conj （fft （x_ e）） . ∗fft （y_ e）； % （5）
z = ifft （Z） % （6） [12 7 3 1 4 8]

将上述结果环绕存储， 可以得到下列与非周期相关一致的结果。

xcorr （y， x） % [1 4 8 12 7 3]

2. 6　 重叠相加和重叠保留法

两个序列在时域 /空域的循环卷积相当于两者在 DFT 域相乘。 正如 2. 3 节所

述， 为了利用 DFT 计算非周期卷积， 两个序列都必须补零。

2. 6. 1　 重叠相加法

当无限长的输入序列 x（n） 与一个有限长单位脉冲响应滤波器 y（n） 进行卷积

时， 首先需要将待滤波的输入序列分段成 xr（n）， 滤波后的各个分段 zr（m） 将会以

适当的方式组合在一起获得最终结果。 令输入序列第 r 个分段为 xr（n）， 单位脉冲

响应 y（n） = 1
4 ， 1

2 ， 1
4{ }， 第 r 个分段滤波后的结果为 zr （m）， 则可以通过图

2. 12 所示的过程获得整个序列滤波后的结果 z（m）。

图 2. 12　 使用重叠相加法进行非周期卷积 （图 2. 13 给出了当前例子使用 DFT / IDFT 的过程，
其中 N = L +M - 1 = 5， L =M = 3）

a） 序列 x（n） 待与 y（n） 进行卷积　 b） x（n） 与 y（n） 的非周期卷积
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图 2. 12　 使用重叠相加法进行非周期卷积 （图 2. 13 给出了当前例子使用 DFT / IDFT 的过程，
其中 N = L +M - 1 = 5， L =M = 3） （续）

c） 使用 DFT / IDFT 的非周期卷积

每个分段的滤波过程可以用 DFT / IDFT 实现 （见图 2. 13）。
两个序列{xr（n）}和{y（n）}的离散卷积可用下式计算：

　 　 　 　 　 zr（m） = ∑
N-1

n = 0
xr（n）y[（（m - n））N]
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　 　 　 　 　 　 　 xr（n）　 　 　 n = 0，1，…，L - 1
　 　 　 　 y[（（n））N] n = 0，1，…，M - 1　 （N = L + M - 1） （2. 28）

　 　 　 　 　 　 　 zr（m） m = 0，1，…，N - 1
式中，第二个序列 y[（（m - n））N]相对于第一个序列 xr（n）进行了循环反转和循环

移位。 序列 y[（（n））N]以 N 为模移位。 序列 xr（n）有 L 个非零值和 M - 1 个零值，
总长度为 L +M - 1。 由于每一个输入分段的前端距离下一个分段的长度均为 L， 而

滤波后的分段长度均为 L +M - 1， 因此滤波后的分段将有（M - 1）点的重叠， 而且

这些重叠的点必须叠加， 如图 2. 12 所示。 因此， 这一过程被称为重叠相加法。 这

一方法可使用 MATLAB 的 FFTFILT（y，x）函数实现。

图 2. 13　 用重叠相加法将循环卷积转化为非周期卷积 （其中， N = L +M - 1 = 5， L =M = 3；
注意 DFT 和 IDFT 使用快速算法 （见本书第 3 章））

另一种实现快速卷积的方法叫做重叠保留法。 这一方法对 M 点的单位脉冲响

应 y（n）和 L 点的分段序列 xr（n）进行 L 点的循环卷积， 然后保留循环卷积中对应于

非周期卷积的部分。 每个输出分段的前（M - 1）个点将被丢弃， 其后的部分组合在

一起形成最终的输出 （见图 2. 14）。 每一个连续的输入部分有（M - 1）个点和（L -
M + 1）个新点， 这样能够使输入分段是重叠的 （见本书参考文献 [G2]）。

图 2. 14　 使用重叠保留法进行非周期卷积 （其中 L = 5， M = 3）
a） 序列 x（n） 待与 y（n） 进行卷积　 b） x（n） 与 y（n） 的非周期卷积
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图 2. 14　 使用重叠保留法进行非周期卷积 （其中 L = 5， M = 3） （续）
c） 基于 DFT / IDFT 的非周期卷积

2. 7　 数据域的补零

正如前文所述， 为使用 DFT / IDFT 计算两个序列 （长度分别为 L 和 M） 的非周

期卷积 /相关， 必须在这两个序列的末尾补零， 使它们的长度达到 N≥L + M - 1

（见图 2. 9）。 下面我们来研究补零操作对频域 （DFT 域） 带来的影响。 给定 M 点

72第 2 章　 离散傅里叶变换



序列{x（n）} = {x0， x1， …， xM -1}， 在其末尾添加 N - M 个零。 扩展后的序列为

{xe（n）} = {x0， x1， …， xM -1， 0， …， 0}， 其中

xe（n） = 0　 　 M≤n≤N - 1

{xe（n）}的 DFT 为

XF
e （k） = ∑

N-1

n = 0
xe（n）Wnk

N 　 　 k = 0，1，…，N - 1 （2. 29a）

= ∑
M-1

n = 0
x（n）Wnk

N （2. 29b）

注意， XF
e （k） 的下标 e 表示扩展序列{xe（n）}的 DFT。 {x（n）}的 DFT 为

XF（k） = ∑
M-1

m = 0
x（m）Wmk

M 　 　 k = 0，1，…，M - 1 （2. 30）

通过对式 （2. 29） 和式 （2. 30） 的观察可知， 在 { x （n）} 末尾补零相当于在其

频域进行插值。

事实上， 当 N = PM （P 是整数） 时， XF
e （k） 是 XF（k） 以 P 为因子进行插补

得到的。 由式 （2. 29b） 和式 （2. 30） 可知， XF
e （kP） = XF（k）， 即

∑
M-1

n = 0
x（n）exp - j2πnkP

PM（ ） = ∑
M-1

n = 0
x（n）exp - j2πnk

M（ ）

在序列{x（n）}末尾添加零的过程叫做补零， 该方法在频域的细节表示方面很

有用。 从数据域来看， 式 （2. 29b） 和式 （2. 30 ） 的 IDFT 分别是 { x （ n）} 和

{xe（n）}。 然而， 在频域补零没有明显的用处 （对 XF（k）进行补零， 需要特别注意

式 （2. 15） 列出的共轭对称性）。

【例 2. 7】 　 设 N = 8、 M = 4， 则 P = 2。 令

{x（n）} = {1，2，3，4}

则有

{XF（k）} = {10， - 2 + j2， - 2， - 2 - j2}

{xe（n）} = {1， 2， 3， 4， 0， 0， 0， 0}

{XF
e （k）} = {10， - 0. 414 - j7. 243， - 2 + j2，2. 414 - j1. 243， - 2，

2. 414 + j1. 243， - 2 - j2， - 0. 414 + j7. 243}

各函数如图 2. 15 所示。 为了更细致地表示频率响应， 对输入数据进行了补零，

如图 2. 16 所示。
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图 2. 15　 原序列 a 和补零后的序列 b 的幅度谱分别为 c 和 d
a） 原序列　 b） 补零后的序列　 c） 原序列幅度谱　 d） 补零后的序列的幅度谱

图 2. 16　 为使频率响应的大小为 1024， 在 DFT 每个 8 点基向量后进行补零
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2. 8　 使用一次复数 FFT 计算两个实序列的 DFT

给定两个实序列 x（n）和 y（n）， 0≤n≤N - 1， 两者的 DFT 可以使用一次复数

FFT 运算得到。 具体的过程如下：
构造一个复序列

p（n） = x（n） + jy（n）　 　 n = 0，1，…，N - 1 （2. 31）
p（n）的 N 点 DFT 为

PF（k） = ∑
N-1

n = 0
p（n）Wnk

N 　 　 k = 0，1，…，N - 1

= ∑
N-1

n = 0
x（n）Wnk

N + j∑
N-1

n = 0
y（n）Wnk

N （2. 32）

= XF（k） + jYF（k）
则

PF∗（N - k） = XF∗（N - k） - jYF∗（N - k）
= XF（k） - jYF（k） （2. 33）

由于 x（n）和 y（n）都是实序列， 因此

XF（k） = 1
2 PF（k） + PF∗（N - k）[ ] （2. 34a）

YF（k） = 1
2 PF∗（N - k） - PF（k）[ ] （2. 34b）

这里我们使用了下列性质：
当 x（n）为实序列时， 有

XF∗ （N - k） = XF （k） （2. 35）
证明：

XF∗（N - k） = ∑
N-1

n = 0
[x（n）W（N-k）n

N ]∗ = ∑
N-1

n = 0
[x（n）W -kn

N ]∗

= ∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N = XF（k）　 　 由于 WNn
N = 1

2. 9　 利用 DFT 矩阵将循环矩阵对角化

2. 9. 1　 托普利茨 （Toeplitz） 矩阵

托普利茨矩阵是一种方阵， 其主对角线上每个元素的值都相等。
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NW　 　 　 　 　 　 NE
a1 a2 a3 a4

a5 a1 a2 a3

a6 a5 a1 a2

a7 a6 a5 a1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

SW　 　 　 　 　 　 SE
（4 × 4） 托普利茨矩阵

　 　 例如c = [1 5 6 7]； 第 1 列， N = 4
r = [1 2 3 4]； 第 1 行

Toeplitz （c， r）

2. 9. 2　 循环矩阵

循环矩阵的每一行均为上一行的循环移位。 根据循环移位方向的不同， 循环矩

阵可以分为左循环矩阵和右循环矩阵。 在下列分析中， 我们只考虑右循环移位的

情形。
　 　 　 NW　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 NE

[H] =

h0 h1 h2 … hN -1

hN -1 h0 h1 … hN -2

hN -2 hN -1 h0 … hN -3

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
h1 h2 h3 … h0

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

　 　 　 SW　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 SE

（2. 36）

[H]m，n = [h（m - n）mod N] 表示[H]第 m 行第 n 列的元素， 0≤m， n≤N - 1。

2. 9. 3　 利用 DFT 矩阵将循环矩阵对角化

令[H]为式 （2. 36） 所定义的 （N × N） 循环矩阵[B6，J13] 。 定义 Φk 为 DFT 矩

阵[Wnk
N ]的基向量， n， k = 0， 1， …， N - 1。 则有

Φk
（N ×1）

= （1，W - k
N ，W -2k

N ，…，W - （N -1）k
N ） T 　 　 WN = exp - j2π

N
 

 
 

 

 
 （2. 37）

第 k 个基向量， k = 0， 1， …， N - 1
注意 Φk 是[Wnk

N ]∗的列向量 （见习题 2. 24 （b））。
定义

[[H]Φk]m = ∑
N-1

n = 0
hm-nW -kn

N ，

m，k = 0，1，…，N - 1
　 　

[Wkn
N ]

（N×N）
，（N × N）DFT 矩阵

　 　 n，k = 0，1，…，N - 1
（2. 38）

式 （2. 38） 为 [H] 的第 m 行右乘 Φk， 因此是一个标量。
令 m - n = ι， 则
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　 　 　 　 [[H]Φk]m = ∑
m-N+1

ι = m
hιW -k（m-ι）

N

= W -km
N ∑

m-N+1

ι = m
hιWkι

N（ ） （2. 39）

[[H]Φk]m = W -km
N ∑

-1

ι = -N+m+1
hιWkι

N + ∑
m

ι = 0
hιWkι

N（ ）

= W -km
N ∑

-1

ι = -N+m+1
hιWkι

N + ∑
N-1

ι = 0
hιWkι

N - ∑
N-1

ι = m+1
hιWkι

N（ ）

= W -km
N （Ⅰ + Ⅱ - Ⅲ ）

= W -km
N ∑

N-1

ι = 0
hιWkι

N 　 　 由于Ⅰ = Ⅲ （2. 40）

证明： 对于Ⅰ， 令 p = ι + N， ι = p - N

I = ∑
N-1

p = m+1
hp-NWk（p-N）

N = ∑
N-1

p = m+1
hpWkp

N （2. 41）

由于 hp - N = hp， W - kN
N = 1。

[[H]Φk]m = ∑
N-1

n = 0
hm-nW -kn

N 　 　 m，k = 0，1，…，N - 1

= W -km
N ∑

N-1

ι = 0
hιWkn

N （2. 42）

= Φk（m）λk

式中， λk = ∑
N-1

ι = 0
hιWkι

N 为[H] 的第 k 个特征值，k = 0，1，…，N - 1。

由于这是[H] 第一行的 N 点 DFT
所以 [H]

（N×N）
Φk

（N×1）
= λk

（1 ×1）
Φk

（N×1）
　 　 k = 0，1，…，N - 1 （2. 43）

N 个列向量组合得到

[H]（Φ0，Φ1，…） = （λ0Φ0，λ1Φ1，…） = （Φ0，Φ1，…）diag（λ0，λ1，…）
[H][Φ] = [Φ]diag（λ0，λ1，…，λN-1） （2. 44）

在式（2. 44） 两端左乘[Φ] -1，

[Φ] -1[H][Φ] = 1
N [Φ]∗[H][Φ]

= 1
N [Wnk

N ][H][Wnk
N ]∗ （2. 45）

= diag（λ0，λ1，…，λN-1）
其中

[Φ]
（N × N）

= （ Φ0
（N ×1）

， Φ1
（N ×1）

，…， Φk
（N ×1）

，…，ΦN -1
（N ×1）

） = [Wnk
N ]∗
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Φk = （1，W - k
N ，W -2k

N ，…，W - （N -1）k
N ） T 　 　 k = 0，1，…，N - 1

[Φ] -1 = 1
N [Φ]∗， [Φ]为酉矩阵

[H] = [Φ]diag （λ0，λ1，…，λN -1）[Φ] -1 （2. 46）
[Φ]
（N × N）

∗ = （ Φ∗
0

（N ×1）
， Φ∗

1
（N ×1）

，…，Φ∗
N -1

（N ×1）
） = [Wnk

N ]　 （N × N）DFT 矩阵

式 （2. 45） 表明， DFT 的基向量是一个循环矩阵的特征向量。 式 （2. 45） 类似

[H] 的二维 DFT （见例 5. 6a）， 区别在于式 （2. 45） 中的第二个 DFT 矩阵进行了

复共轭操作。

2. 10　 小结

本章介绍了离散傅里叶变换 （DFT） 及其性质。 下一章将重点介绍 DFT 的快

速算法， 即快速傅里叶变换 （FFT）。 这些算法越来越广泛地应用于各类学科中，
涵盖了基 - 2 / 3 / 4 时域抽取法 （DIT）、 频域抽取法 （DIF）， 以及混合基时 /频域抽

取法、 分裂基法和素因子算法。

2. 11　 习题

给定 x （n） ⇔XF （k） 和 y （n） ⇔YF （k）， 两者都为 N 点 DFT。
2. 1　 证明 DFT 是酋变换， 即

[W] -1 = 1
N [W]∗

其中 [W] 是（N × N）DFT 矩阵。

2. 2　 设 x（ n）为实序列， N = 2n。 证明 XF N
2 - k 

 
 

 

 
 = XF∗ N

2 + k 

 
 

 

 
 ， k = 0， 1，

…， N / 2。 这个公式说明了什么？

2. 3　 证明 ∑N-1
n = 0

x（n）y∗（n） = 1
N∑

N-1
k = 0

XF（k）YF∗（k） 。

2. 4　 证明∑N-1
n = 0

x2（n） = ∑N-1
k = 0 XF（k） 2 。 能量在酉变换下是守恒的， 是一

个常数。

2. 5　 证明（ - 1） nx（n）⇔XF k - N
2

 

 
 

 

 
 。

2. 6　 设 N = 4， 依据 DFT 系数 XF （ k） 或 fft （ x）， 解释 fftshift （ fft （ fftshift
（x）））。

2. 7　 证明 ∑N-1
n = 0

W（ r -k）n
N = N， r = k

0， r ≠ k{ 。
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2. 8　 调制 /频率移位 　 证明 x （n） exp j2πk0n
N

 

 
 

 

 
 [ ]⇔XF （k - k0 ）。 XF （ k - k0 ）

是由 XF（k）沿 k （频域） 循环右移 k0 得到的。

2. 9　 循环移位 　 证明 x（ n - n0 ）⇔XF （ k） exp - j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 。 这个公式说明了

什么？

2. 10　 循环移位　 证明 δ（n + n0）⇔exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 。 其中， N = 4， n0 = 2。 克罗

内克 δ 函数为 δ（n） =
1， n = 0
0， n≠0{ 。

2. 11　 时域缩放　 证明 x（an）⇔ 1
a XF k

a
 

 
 

 

 
 ， a 是常数。 这个公式说明了什么？

2. 12　 当 x（n）为实序列时， 证明 XF（k） = XF∗（ - k）。
2. 13　 证明 x∗（n）⇔XF∗（ - k）。
2. 14　 时域反转　 用两种不同的方法证明 x（ - n）⇔XF（ - k）。
（a） 应用式 （2. 21） 中 DFT 的置换性质， 且对于任意整数 N 都有 （N，

N - 1） = 1。
（b） 应用式 （2. 1） 中 DFT 变换对的定义。

应用式 （2. 1） 中 DFT 变换对的定义解答习题 2. 15 ～ 2. 17。
2. 15　 两个序列 x1（n）和 x2（n）的离散卷积定义如下：

y（n） = 1
N∑

N-1

m = 0
x1（m）x2（n - m）　 　 n = 0，1，…，N - 1

x1（n）和 x2（n）都是 N 点序列。 证明 YF（k） = 1
N XF

1 （k）XF
2 （k）， k = 0， 1， …， N -

1。 YF（k）， XF
1 （k）和 XF

2 （k）分别是 y（n）， x1（n）和 x2（n）的 N 点 DFT。
2. 16　 XF

1 （k）和 XF
2 （k）的循环卷积定义如下：

YF（k） = 1
N∑

N-1

m = 0
XF

1 （m）XF
2 （k - m）　 　 k = 0， 1， …， N - 1

证明 y（n） = 1
N x1（n）x2（n）， n = 0， 1， …， N - 1。 YF（k）， XF

1 （k）和 XF
2 （k）分

别是 y（n）， x1（n）和 x2（n）的 N 点 DFT。
2. 17　 x1（n）和 x2（n）的离散相关定义如下：

z（n） = 1
N∑

N-1

m = 0
x1（m）x2（n + m）　 　 n = 0，1，…，N - 1

证明 ZF（k） = 1
N XF∗

1 （k） XF
2 （k）， k = 0， 1， …， N - 1。 其中， ZF（k）是 z（n）的

DFT。
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2. 18　 已知

b = [A] x =

1 2 - 1 - 2
2 1 2 - 1
- 1 2 1 2
- 2 - 1 2 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

x0
x1
x2
x3

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（P2. 1）

令a = （1， - 2， - 1， 2） T。 为计算式 （P2. 1）， 引入以下形式的 4 点 FFT
IFFT [FFT [a] × FFT [x]] （P2. 2）

式中， “ × ” 表示两个向量对应位置元素之间的乘积。 请判断这样计算是否正确，
并给出解释。

2. 19　 用酉 1D - DFT 证明以下定理：
（a） 卷积定理

（b） 乘积定理

（c） 相关性定理

2. 20　 用式 （2. 25a） 中的 DFT 推导式 （2. 25b）。
2. 21　 对于一个置换序列的 DFT
（a） 当 （p， N） = 1 时， 存在一个整数 q 满足 0≤q≤N - 1 且 qp≡ （1mod N）。

若 （p， N） ≠1， 则不存在这样的整数。 请举例说明后者。
（b） 当 N = 9 时， 验证例 2. 1。
（c） 用 MATLAB 检验当 N = 8 和 N = 9 时置换序列的 DFT 是否正确。
（d） 当 N = 16 时， 验证例 2. 1。
2. 22　 设[Λ] = diag（λ0， λ1， …， λN -1）， 利用式 （2. 43） 推导式 （2. 45）。
2. 23　 已知循环矩阵

[H] =

1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

证明 [H] 经 DFT 后主对角线上的元素为该矩阵的特征值。
2. 24　 DFT 的一个正交基 （Orthonormal Basis， ONB）
（a） 利用下面的关系

1 2
3 4
 

 
 
 

 

 
 
 

x0
x1

 

 
 
 

 

 
 
 =

1
3
 

 
 
 

 

 
 
 x0 +

2
4
 

 
 
 

 

 
 
 x1 　 或 [A] x

-
= a

- 0x0 + a
- 1x1 （P2. 3）

式中， [A] = （a0，a1）， 证明

aT
0 x a0 + aT

1 x a1 = [A][A] Tx （P2. 4）
（b） 如果向量ak 为归一化 IDFT 矩阵的列向量， 则它称作 DFT 的一个基向量。
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1
N
（[F] T）∗ 

 
 

 

 
 = （a0， a1， …， aN -1） （P2. 5）

式中， [F] 为 DFT 矩阵， DFT 系数可以表示为

XF
k = <ak， x> = （aT

k ）∗x　 k = 0， 1， …， N - 1 （P2. 6）
请证明

x = ∑
N-1

k = 0
XF
k ak = ∑

N-1

k = 0
<ak，x> ak = 1

N
（[F] T）∗ 

 
 

 

 
 

1
N
[F] 

 
 

 

 
 x （P2. 7）

式中， XF
k 是一个标量及 DFT 系数。

2. 12　 课程实践

2. 1　 从信号处理信息数据库 （Signal Processing Information Base， SPIB） 的网

站上获取的狗的心电图 （ECG）， 网址为 http： / / spib. rice. edu / spib / data / signals /
edical / dog_ heart. html。 N = 2048。 画出 n - x（n）曲线， 计算 x（ n）的 DFT 并画出

k - XF（k）曲线 （包括幅度谱和相位谱）。 令其中 409 个较大的 DFT 系数不变， 其

余的 1639 个 DFT 系数等于零 （截断 DFT）。 从该截断 DFT 中重建 x̂（ n） （见图

P2. 1）。

（1） 画出 n - x̂（n）曲线。

（2） 计算 MSE = 1
2048 ∑

2047

n = 0
x（n） - x̂（n）

2。

（3） 计算[（ - 1） nx（n）]的 DFT， 并且画出幅度谱和相位谱。
（4） 得出你的结论 （DFT 的性质等）， 见本书第 2 章[B23] 。

图 P2. 1　 从截断 DFT 中恢复 x̂（n）

2. 2　 已知

x（n） = {1， 2， 3， 4， 3， 2， 1}
y（n） = { - 0. 0001， 0. 0007， - 0. 0004， - 0. 0049， 0. 0087， 0. 0140，

- 0. 0441， - 0. 0174， 0. 1287， 0. 0005， - 0. 2840，
- 0. 0158， 0. 5854， 0. 6756， 0. 3129， 0. 0544}

（1） 直接计算两个序列的离散卷积， 并画出结果图。
（2） 使用 DFT / FFT 两种方法 （见图 2. 9） 并验证两者结果的一致性。
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第 3 章　 快 速 算 法

直接计算 N 点 DFT 需要接近 O（N2）次复数算术运算， 其中一次算术运算包括

一次乘法和一次加法。 高效算法的引入可以使计算复杂度大大降低。 降低计算复杂

度的关键在于， 在 （N × N） DFT 矩阵 （见图 2. 11 和图 2. 13） 的 N2 个元素中， 只

有 N 个是不同的。 这些降低复杂度的算法统称为快速傅里叶变换 （ Fast Fourier
Transform， FFT） [A1] 。 目前人们已经找到几种实现 FFT 的技术。 我们将从时域抽取

法 （Decimation - In - Time， DIT） 和频域抽取法 （ Decimation - In - Frequency，
DIF） 出发介绍 FFT 算法， 具体的实现是以 2 为基 （也称基 - 2， radix - 2） 的。 接

着可以将算法拓展到其他基， 如基 - 3， 基 - 4 等。 可以预见， FFT 可由现有快速

算法的多种组合实现， 如混合基、 分裂基、 时域抽取法、 频域抽取法、 时域 /频域

抽取法、 矢量基、 矢量分裂基等。
另外， FFT 可以通过其他离散变换实现， 如离散哈特雷变换 （Discrete Hartley

transform， DHT） [I - 28，I - 31，I - 32] 、 沃尔什 - 哈达玛变换 （Walsh - Hadamard trans-
form， WHT） [B6，T5，T8]等。 其他的变种包括， 使用一个复序列的 FFT 计算两个实序

列的 FFT。 在相关文献资料中， 出现了复数 FFT 和实数 FFT 这样的术语。 事实上，
DFT / IDFT 及 FFT / IFFT 在本质上都是复数运算。 复数 FFT 意味着输入序列 x（n）是
复序列， 而实数 FFT 则表示输入序列 x（n）为实序列。 这些快速算法为实现其他变

换提供了渠道， 如改良型 DCT （Modified DCT， MDCT）， 改良型 DST （Modified
DST MDST） 及仿射变换[D1，D2]等。

优势

一般来说， 快速算法能够将 N 点 DFT 的运算量降低到 N log2N 次复数运算。 其

他优点包括： 减小了存储需求和降低了由于有限位运算 （乘 /除和加 /减在实际中都

是以有限字长实现的） 引起的计算误差。 众所周知， 快速算法对于 DFT 在 DSP 芯片

上的实现贡献很大[DS1 - DS12]。 而且 ASIC VLSI 芯片[V1 - V40，L1 - L10，O9] 已被设计和加工

成能够高速执行一维和二维 DFT （或 IDFT） 的芯片。 这些芯片功能强大， 同一个芯

片可以实现多种长度的 DFT。 下面详细介绍基 -2 DIT - FFT 和 DIF - FFT 算法[A42]。

3. 1　 基 -2 DIT - FFT 算法

该算法基于将 N 点序列 （假设 N = 2 ι， 且 ι 为整数） 分解为两个 N / 2 点序列



（一个包含偶数样本点， 一个包含奇数样本点）， 进而通过计算这两个短序列的

DFT 得到原 N 点序列的 DFT。 这一算法本身可以节省部分算术运算， 而更多地节

省来自于继续将 N / 2 点序列分解为两个 N / 4 点序列 （一个包含偶数样本点， 一个

包含奇数样本点）， 然后通过计算相应两个 N / 4 点序列的 DFT 得到原 N / 2 点序列

的 DFT， 重复这一过程直到分解为 2 点序列为止。

N 点 DFT

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wnk

N 　 　 k = 0，1，…，N - 1

= ∑
n偶整数

x（n）Wnk
N + ∑

n奇整数
x（n）Wnk

N

= ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r）W2rk

N + ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r + 1）W（2r +1）k

N

= ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r）（W2

N） rk + Wk
N ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r + 1）（W2

N） rk

（3. 1a）
注意

W2
N = exp - j2（2π）

N[ ] = exp - j2π
N / 2（ ） = WN / 2

XF（k） = ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r）Wrk

N / 2 + Wk
N ∑
（N / 2） -1

r = 0
x（2r + 1）Wrk

N / 2

= GF（k） + Wk
NHF（k）　 　 k = 0，1，…，N2 - 1 （3. 1b）

式中， XF（k）为 x（n）的 N 点 DFT， 在此处用两个 N / 2 点 DFT GF（k）和 HF（k）表示，
两者分别是 x（n）偶数样本和奇数样本的 DFT。

XF（k）： 周期为 N， XF（k） = XF（k + N）。

GF（k）， HF（k）： 周期为
N
2 ， GF（k） = GF（k + N

2 ）， HF（k） = HF（k + N
2 ）。

XF（k） = GF（k） +Wk
NHF（k）　 　 k = 0， 1， … ，N2 - 1
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XF（k + N
2 ） = GF（k） +Wk + N

2
N HF（k）

W
N
2
N = exp - j2π

N
N
2

 

 
 

 

 
 = exp（ - jπ） = - 1 （3. 2a）

由于 Wk + N
2

N = exp - j2π
N k + N

2
 

 
 

 

 
 [ ] =Wk

NW
N
2
N = -Wk

N， 可得

XF（k + N
2 ） = GF（k） -Wk

NHF（k）　 　 k = 0，1，…，N2 - 1 （3. 2b）

式 （3. 2） 在图 3. 1 中用蝶形图表示。

图 3. 1　 式 （3. 2） 的蝶形图

对于每一个 k， 图 3. 1a 所示的需要进行两次乘法和两次加法运算， 而图 3. 1b
所示的只需要一次乘法和两次加法。 重复上述过程直至产生 2 点 DFT， 即{x0， x2，
x4， …， xN -2}的 N / 2 点 DFT GF（k）可以通过两个 N / 4 点 DFT 得到， 以此类推。 类

似地， 对 HF（k）可以进行同样的操作。
GF（k）和 HF（k）均需要（N / 2）2 次复数加法和（N / 2）2 次复数乘法。 计算 N 点

DFT XF（k）则需要 N2 次复数相加和复数相乘。 以 N = 16 为例， 直接计算一个 16 点

DFT 需要 N2 = 256 次加法和乘法。 而通过计算 GF （ k）和 HF （ k）仅需要计算 128 +
16 =144 次加法和乘法， 从而节省了 112 次加法和乘法。 进一步将 8 点 DFT 分解为

2 个 4 点 DFT， 最终分解为 4 个 2 点 DFT。 GF（k）和 HF（k）均为 8 点 DFT， 各需要

64 次加法和乘法。 这样的算法叫做基 - 2 DIT - FFT。

N 点 DFT 在频域的分辨率为 f0 = 1
NT
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为了获得 N 点 DFT， 我们从 2 点 DFT 出发， 当每一级回溯到上一级时， 抽样
间隔均以 2 为因子。 这就是时域抽取法 （DIT） 命名的由来。 而此时频率分辨率 f0
保持不变。

下面以 N = 8 为例介绍基 - 2 DIT - FFT 算法。

正变换 　 XF（k） = ∑
7

n = 0
x（n）Wkn

8 　 　 k = 0， 1， …， 7

反变换 　 x（n） = 1
8 ∑

7

k = 0
XF（k）W -kn

8 　 　 n = 0， 1， …， 7
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表示为矩阵的形式

GF （1）
GF （3）

 

 
 
 

 

 
 
 =

1 1
1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 0
0 W4

 

 
 
 

 

 
 
 

AF （1）
BF （1）

 

 
 
 

 

 
 
 

考虑 N = 8 时基 - 2 DIT - FFT， 将式 （2. 13） 所示（8 × 8）DFT 矩阵的列向量以

反比特顺序 （Bit Reverse Order， BRO） 重组如下：
　 列　 　 → 0　 4　 　 2　 　 6　 　 1　 　 5　 　 3　 　 7　 　 　 行　 ↓
XF（0）
XF（1）
XF（2）
XF（3）
XF（4）
XF（5）
XF（6）
XF（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

1 1 1 1 1 1 1 1
1 - 1 W2 -W2 W -W W3 -W3

1 1 - 1 - 1 W2 W2 -W2 -W2

1 - 1 -W2 W2 W3 -W3 W -W
1 1 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1
1 - 1 W2 -W2 -W W -W3 W3

1 1 - 1 - 1 -W2 -W2 W2 W2

1 - 1 -W2 W2 -W3 W3 -W W

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）
x（4）
x（2）
x（6）
x（1）
x（5）
x（3）
x（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
1
2
3
4
5
6
7

此处 W =W8， Wι
8 =Wιmod8

8 （3. 3）
该矩阵的稀疏矩阵因子 （Sparse Matrix Factor， SMF） 为

[ I4] [ I4]
[ I4] - [ I4]

 

 
 
 

 

 
 
 （diag [[ I4]， W0

8， W1
8， W2

8， W3
8]）

× diag
[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  ，

[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
  

 

 
  

× （diag [ I3]， W2
8， [ I3]， W2

8[ ]）

× diag
1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

基于这种分解方法的 DIT - FFT 流图如图 3. 2 和图 3. 3 所示。
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图 3. 2　 N = 8 时基于 SMF 的 FFT 流图 （基 - 2 DIT - FFT） （W8 = exp （ - j2π / 8））

3. 1. 1　 N =8 时 IFFT 的稀疏矩阵因子

变换序列为自然顺序。
数据序列为反比特顺序。

diag
1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
 

 
 

 

 
 ，

1 1
1 - 1
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× diag [ I3]， W -2
8 ， [ I3]， W -2

8[ ]（ ）

× diag
[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  ，

[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
  

 

 
  

× diag [ I4]， W0
8， W -1

8 ， W -2
8 ， W -3

8[ ]（ ）
[ I4] [ I4]
[ I4] - [ I4]

 

 
 
 

 

 
 
 

根据这些 SMF 画出流图。

图 3. 3　 N = 8 时 FFT 流图 （基 - 2 DIT - FFT）
（加法 24 次， 乘法 5 次） （W8 = exp （ - j2π / 8））
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3. 2　 基于稀疏矩阵因式分解的快速算法

将[Wnk
N ]的行按反比特顺序 （见表 3. 1） 重新排列， 则可将其分解为log2N 个

稀疏矩阵， 即[Wnk
N ] BRO = [A1][A2]…[Alog2N]。 其中， N 为 2 的整数次幂。 （这里

未给出稀疏矩阵因子分解的证明）。 以 N = 8 为例， 这一过程为

XF
BRO = [Wnk

N ] BROxNO （3. 4）

表 3. 1　 N =8 时的反比特顺序

由于 DFT 矩阵[Wnk
N ]是对称的， 则有

XF
NO = （[Wnk

N ] BRO） T xBRO （3. 5）
式中，[Wnk

N ]和[Wnk
N ] BRO在 N = 8 时的定义见式 （3. 6） 和式 （3. 7）。 xNO和xBRO分

别是自然顺序和反比特顺序下的数据向量； XF
NO和 XF

BRO分别是自然顺序和反比特顺

序下的 DFT 向量。
DFT

　 　 　 　 　 8 点 DFT

XF（k） = ∑
7

n = 0
x（n）exp - j2π

8
nk[ ]　 　 k = 0，1，…，7

IDFT

x（n） = 1
8 ∑

7

k = 0
XF（k）exp j2π

8
kn[ ]　 　 n = 0，1，…，7

1 的 8 个根均匀分布在单位圆上， 相隔 45° （见图 3. 4）。 即 Wm
8 = exp（ - j2πm /

8）， m = 0， 1， …， 7。
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变换向量　 　 　 　 　 　 　 　 　 （8 × 8）DFT 矩阵 　 　 　 　 　 　 数据向量

　 XF（k）　 n = 0　 1　 　 2　 　 3　 　 4　 　 5　 　 6　 　 7　 　 x（n）
XF（0）
XF（1）
XF（2）
XF（3）
XF（4）
XF（5）
XF（6）
XF（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

1 1 1 1 1 1 1 1
1 W W2 W3 - 1 -W -W2 -W3

1 W2 - 1 -W2 1 W2 - 1 -W2

1 W3 -W2 W - 1 -W3 W2 -W
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
1 -W W2 -W3 - 1 W -W2 W3

1 -W2 - 1 W2 1 -W2 - 1 W2

1 -W3 -W2 -W - 1 W3 W2 W

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）
x（1）
x（2）
x（3）
x（4）
x（5）
x（6）
x（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

此处 W =W8， Wι
8 =Wιmod8

8 （3. 6）
对称矩阵

通过将 DFT 矩阵的各行按反比特顺序重排列 （见表 3. 1）， 8 点 DFT 可以表示为

图 3. 4　 x （n） 的 DFT 为 z 平面圆心在原点单位

圆 上等间距排列的 8 个点 （为 1 的 8 个根， 间隔 45°）
Wm

8 = exp （- j2πm / 8） 　 m = 0， 1， …， 7

XF（0）
XF（4）
XF（2）
XF（6）
XF（1）
XF（5）
XF（3）
XF（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=
（8 × 8）

DFT 对矩阵各行

反比特顺序排列

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

x（0）
x（1）
x（2）
x（3）
x（4）
x（5）
x（6）
x（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

注意， 由于 DFT 保持不变使得 XF（k）也要按反比特顺序排列。 [Wnk
8 ] BRO是各行按

反比特顺序排列后的（8 × 8）DFT。 在该矩阵中， W =W8。

DFT 矩阵的各行按反比特顺序排列

（4 × 4） （4 × 4）
（4 × 4） （4 × 4）

��
���������������� 
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观察： [Wnk
8 ] BRO

注意： 1） 式 （3. 7） 中， 上方两个 （4 × 4） 子矩阵是一样的； 2） 式 （3. 7）
中， 下方两个 （4 × 4） 子矩阵互为取反。 该 （8 × 8） DFT 矩阵 （行为反比特顺

序） 稀疏矩阵因子 （Sparse Matrix Factors， SMF） 如下 （未给出证明过程）：
[Wnk

8 ] BRO = [A1][A2][A3] （3. 8a）

[A1] = diag
1 W0

8

1 -W0
8

 

 

  

 

 

  ，
1 W2

8

1 -W2
8

 

 

  

 

 

  ，
1 W1

8

1 -W1
8

 

 

  

 

 

  ，
1 W3

8

1 -W3
8

 

 

  

 

 

  

 

 

 
 

 

 

 
 

= diag （[α]，[β]，[γ]，[δ]） （3. 8b）

　 [A2] = diag
[ I2] W0

8[ I2]

[ I2] -W0
8[ I2]

 

 

  

 

 

  ，
[ I2] W2

8[ I2]

[ I2] -W2
8[ I2]

 

 

  

 

 

  

 

 

 
 

 

 

 
 
= diag（[a]，[b]） （3. 8c）

[A3] =
[ I4] [ I4]

[ I4] - [ I4]
 

 
 
 

 

 
 
 （3. 8d）

其中 [ I4] =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

[A2][A3] =
[a] 0
0 [b]

 

 
 
 

 

 
 
 

[ I4] [ I4]

[ I4] - [ I4]
 

 
 
 

 

 
 
 =

[a] [a]
[b] - [b]

 

 
 
 

 

 
 
 

[A1][A2][A3] =

[α] 0 0 0
0 [β] 0 0
0 0 [γ] 0
0 0 0 [δ]

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

[a] [a]
[b] - [b]

 

 
 
 

 

 
 
 

=

[α] [α] [α] [α]
[β] [β] [β] [β]
[γ] -W2

8[γ] - [γ] W2
8[γ]

[δ] -W2
8[δ] - [δ] W2

8[δ]

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= [Wnk
8 ] BRO

注意

diag（a11，a22，…，ann） =

a11

a22
O

O
⋱

ann

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

为对角矩阵

[XF（k）] BRO = [A1][A2][A3][x（n）] = [A1][A2] x（1） （n）[ ]
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= [A1] x（2） （n）[ ]

= x（3） （n）[ ] （3. 9）
其中

[x（1） （n）] = [A3][x（n）]， x（2） （n）[ ] = [A2] x（1） （n）[ ]，
x（3） （n）[ ] = [A1] x（2） （n）[ ]

[A3] =
[ I4] W0

8[ I4]

[ I4] -W0
8[ I4]

��
��

����������������
 

 

 
 

 

 

 
 
=

[ I4] [ I4]

[ I4] - [ I4]
��

��
�������������� 

 
 
 

 

 
 
 

[A2] =

[ I2] W0
8[ I2]

[ I2] -W0
8[ I2]

O

O
[ I2] W2

8[ I2]

[ I2] -W2
8[ I2]

��
��

��
��

��
��

��

������������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

[ I2] [ I2]

[ I2] - [ I2]
O

O
[ I2] W2

8[ I2]

[ I2] -W2
8[ I2]

��
��

��
��

��
��

��

����������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[ I2] W0
8[ I2]

[ I2] -W0
8[ I2]

��
��

����������������
 

 

 
 

 

 

 
 
=

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 - 1 0
0 1 0 - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

[ I2] W2
8[ I2]

[ I2] -W2
8[ I2]

��
��

����������������
 

 

 
 

 

 

 
 
=

1 0 W2
8 0

0 1 0 W2
8

1 0 -W2
8 0

0 1 0 -W2
8

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[XF（k）] BRO = [A1][A2][A3][x（n）]
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[A3][x（n）] =

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 - 1 0 0 0
0 1 0 0 0 - 1 0 0
0 0 1 0 0 0 - 1 0
0 0 0 1 0 0 0 - 1

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

������������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）
x（1）
x（2）
x（3）
x（4）
x（5）
x（6）
x（7）

����

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

= [x（1） （n）]

式 （3. 8） 所描述的对 [Wnk
8 ] BRO的稀疏矩阵因式分解是 8 点 FFT 的关键。 图 3. 5

给出了基于 SMF 的 8 点 FFT 流程。 通过使用图 3. 1 给出的蝶形算法， 乘法的数量
可以减少一半。 N = 8 时的 FFT 需要 24 个加法和 5 个乘法。 从该例可以看出， 当矩
阵的各行经过反比特顺序排列之后， DFT 矩阵不再像式 （3. 7） 那样具有对称性。
将图 3. 5 所示的 FFT （N = 8） 流程做下列调整后， 可以用于计算 IFFT：

图 3. 5　 基于稀疏矩阵因子[A1][A2][A3]的 8 点 FFT 流图

（W =Wg = exp （ - j2π / 8）； NO 表示自然顺序； BRO 表示反比特顺序）
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（1） 将所有箭头的方向反转， 即向左变为向右， 向右变为向左， 向上变为向

下， 向下变为向上。
（2） 变换向量[XF（k）] BRO以反比特顺序作为输入 （右侧）。
（3） 数据向量[x（n）]将以自然顺序成为输出 （左侧）。
（4） 将所有的乘子用其共轭代替， 即用 W - nk代替 Wnk。
（5） 增加缩放因子 1 / 8。
N = 8 时基于 SMF 的 IFFT 为

[x（n）] = 1
8 （[A3]∗） T（[A2]∗） T（[A1]∗） T[XF（k）] BRO （3. 10）

通过式 （3. 10） 可以直观地画出流图。
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[B3] =

[ I4] [ I4]
[ I4] - [ I4]

O

O
[ I4] W4[ I4]

[ I4] -W4[ I4]

��
��
��
��
��
��
��

����������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[B4] =
[ I8] [ I8]
[ I8] - [ I8]

��
�������������� 

 
 
 

 

 
 
 

对于一个行经过反比特顺序排列的 （16 × 16）DFT矩阵， 其稀疏矩阵因子可用

下式表示：
[XF（k）] BRO = [B1][B2][B3][B4][x（n）] （3. 11a）

此时有 W =W16 = exp （ - j2π / 16）， W2n16 =Wn
8。

通过式 （3. 11a） 可以方便地得出 N = 16 时 FFT的计算流程。 N = 16 时对应于

式 （3. 10） 的 IFFT为

[x（n）] = 116[B4]
*T[B3]*T[B2]*T[B1]*T[XF（k）] BRO （3. 11b）

表 3. 2 和图 3. 6 所示比较了 DFT与 FFT的计算复杂度。
表 3. 2　 基 -2 DIT - FFT 与原始 DFT 所需加法和乘法次数的比较

数据长度

N

原始 基 - 2 DIT FFT

乘法次数 加法次数 乘法次数 加法次数

8 64 56 12 24

16 256 240 32 64

32 1024 992 80 160

64 4096 4032 192 384

　 　 注： 这些是基于 O（N2） 次原始 DFT与 O（Nlog2N） 次基 - 2 DIT - FFT； 后者的乘法次数减少很多。

图 3. 6　 基 - 2 DIT - FFT与原始 DFT所需加法和乘法的次数比较

（图中实线为原始 DFT， 虚线为基 - 2 DIT - FFT）
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图 3. 6　 基 - 2 DIT - FFT与原始 DFT所需加法和乘法的次数比较

（图中实线为原始 DFT， 虚线为基 - 2 DIT - FFT） （续）

此外， 研究人员还开发了输入输出均为自然顺序的基 - 2 和基 - 4FFT
算法[LA10，LA11] 。

3. 3　 基 -2 DIF - FFT

与 3. 1 节介绍的基 - 2 DIT - FFT 类似， 基 - 2 DIF - FFT 可以通过以下步骤

实现：

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wnk

N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1　 　 N 点 DFT （2. 1a）

式中， N 为 2 的整数次幂。

XF（k） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n）Wnk

N + ∑
N-1

n = N / 2
x（n）Wnk

N = Ⅰ + Ⅱ （3. 12）

将第二部分求和项变为 （令 n =m + N / 2）

∑
（N / 2） -1

m = 0
x m + N

2（ ）W（m+N / 2）k
N = ∑

（N / 2） -1

n = 0
x n + N

2（ ）W（N / 2）k
N Wnk

N

因此式 （3. 12） 变为

XF（k） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n）Wnk

N + W（N / 2）k
N ∑

（N / 2） -1

n = 0
x n + N

2（ ）Wnk
N 　 　 　 k = 0， 1， …， N - 1

XF（k） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n） + （ - 1） kx n + N

2（ ）[ ]Wnk
N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1

（3. 13）
由于 WN / 2

N = - 1， 对于偶数 k = 2r 和奇数 k = 2r + 1， 式 （3. 13） 可简化为

XF（2r） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n） + x n + N

2（ ）[ ]W2nrN （3. 14a）
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XF（2r + 1） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n） - x n + N

2（ ）[ ]Wn
NW
2nr
N （3. 14b）

又因为 W2nrN = exp
- j2π2nr

N
 

 
 

 

 
 = exp - j2πnr

N / 2
 

 
 

 

 
 =Wnr

N / 2， 因此

XF（2r） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n） + x n + N

2（ ）[ ]Wnr
N / 2

XF（2r）为 x（n） + x n + N
2

 

 
 

 

 
 [ ]的 N / 2 点 DFT　 　 r， n = 0， 1， …， N

2 - 1

（3. 15a）
类似地

XF（2r + 1）为 x（n） - x n + N
2

 

 
 

 

 
 [ ]Wn

N 的 N / 2 点 DFT　 　 r， n = 0， 1， …， N
2 - 1

（3. 15b）

图 3. 7　 当 n = 0， 1， …， N
2 - 1

时用于式 （3. 15） 的蝶形算法

式 （3. 15） 中方括号内表达式的计算流

图如图 3. 7 所示。
N 点 DFT可以通过式 （3. 15） 所描

述的两个 N / 2 点 DFT 实现。 同 DIT -
FFT情形一样， 该方法也能降低计算复

杂度， 而且通过不断重复这一分解过程

（即分解为前半部分样本点和后半部分样

本点） 可以进一步降低复杂度。 下面以

N = 8 为例介绍 DIF - FFT算法。

3. 3. 1　 N =8 时的 DIF - FFT

DFT

XF（k） = ∑
7

n = 0
x（n）Wkn

8 　 　 k = 0， 1， …， 7

IDFT

x（n） = 18∑
7

k = 0
XF（k）W -kn

8 　 　 n = 0， 1， …， 7

当 N = 8 时， 式 （3. 15） 变为

XF（2r） = ∑
3

n = 0
x（n） + x n + N

2（ ）[ ]Wnr
4 　 r = 0， 1， 2， 3 （3. 16a）

XF（2r + 1） = ∑
3

n = 0
x（n） - x n + N

2（ ）[ ]Wn
8W

nr
4 　 r = 0， 1， 2， 3 （3. 16b）

式 （3. 16） 可以更加明确地表示为
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XF（2r）， 是以下序列的 4 点 DFT r = 0， 1， 2， 3：
{x（0） + x（4）， x（1） + x（5）， x（2） + x（6）， x（3） + x（7）}

XF（0） = [x（0） + x（4）] + [x（1） + x（5）] + [x（2） + x（6）] + [x（3） + x（7）]
XF（2） = [x（0） + x（4）] + [x（1） + x（5）]W14 + [x（2） + x（6）]W

2
4 + [x（3） + x（7）]W

3
4

XF（4） = [x（0） + x（4）] + [x（1） + x（5）]W24 + [x（2） + x（6）]W
4
4 + [x（3） + x（7）]W

6
4

XF（6） = [x（0） + x（4）] + [x（1） + x（5）]W34 + [x（2） + x（6）]W
6
4 + [x（3） + x（7）]W

9
4

XF（2r + 1） 是以下序列的 4 点 DFT
{x（0） - x（4）， [x（1） - x（5）]W18， [x（2） - x（6）]W

2
8， [x（3） - x（7）]W

3
8}　 r =0， 1， 2， 3

XF（1） = （x（0） - x（4）） + （x（1） - x（5））W18 + （x（2） - x（6））W
2
8 + （x（3） - x（7））W

3
8

XF（3） = （x（0） - x（4）） + [（x（1） - x（5））W18]W
1
4 + [（x（2） - x（6））W

2
8]W

2
4

　 + [（x（3） - x（7））W38]W
3
4

XF（5） = （x（0） - x（4）） + [（x（1） - x（5））W18]W
2
4 + [（x（2） - x（6））W

2
8]W

4
4

　 + [（x（3） - x（7））W38]W
6
4

XF（7） = （x（0） - x（4）） + [（x（1） - x（5））W18]W
3
4 + [（x（2） - x（6））W

2
8]W

6
4

　 + [（x（3） - x（7））W38]W
9
4

式 （3. 16） 中每一个 4 点 DFT 均可以用两个 2 点 DFT 实现。 因此 8 点 DIF - DFT
可以通过 3 个步骤得出： 步骤Ⅰ， 2 点 DFT （见图 3. 8）； 步骤Ⅱ， 4 点 DFT （见图

3. 9）； 步骤Ⅲ， 8 点 DFT （见图 3. 10）。 将这一流程与图 3. 5 所示对比， 可以看出

两者具有相同的架构， 只是乘子有少量调整。 图 3. 3、 图 3. 5 和图 3. 10 所示举例说

明了多种基 - 2 FFT算法。 每一个步骤可以是基于 DIT分解的， 或是基于 DIF分解

图 3. 8　 用频域分解法将 8 点 DFT分解成 2 点 DFT的流图 （WN =W8）

35第 3 章　 快 速 算 法



的。 这样就产生了基 - 2 DIT / DIF - FFT算法 （和 IFFT算法）。 图 3. 10 所示的 SMF
表示为

[XF（k）] BRO = [A
 
1][A

 
2][A

 
3][A

 
4][A

 
5][x（n）] （3. 17）

图 3. 9　 用频域分解法将 N 点 DFT分解成 N / 2 点 DFT的流图 （N = 8， WN =W8）

图 3. 10　 用频域分解法将 8 点 DFT完全分解的流图， WN =W8

其中

diag
1 1
1 - 1

 

 
 

 

 
 ，
1 1
1 - 1

 

 
 

 

 
 ，
1 1
1 - 1

 

 
 

 

 
 ，
1 1
1 - 1

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 = [A

 
1]

diag（1， 1， 1， W28， 1， 1， 1， W
2
8） = [A

 
2]
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diag
[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  ，
[ I2] [ I2]
[ I2] - [ I2]

 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

 

 
 
 = [A

 
3]

diag（1， 1， 1， 1， 1， W18， W
2
8， W

3
8） = [A

 
4]

[ I4] [ I4]
[ I4] - [ I4]

 

 
 
 

 

 
 
 = [A

 
5]

通过对图 3. 10 所示的进行与图 3. 5 所示类似的修改 （见式 （3. 10） 前的叙

述）， 即可实现 8 点 DIF - IFFT。
基 - 2 DIF - FFT的算法总结如下 （为方便标记， 分别用 xn 和 XFk 代替 x（n）

和 XF（k））：

如上所示， 一个 N 点序列可以分解为两个 N / 2 点序列， 进而可以用这两个N / 2
点 DFT得到原 N 点 DFT。 将这两个 N / 2 点序列记为

（y0， y1， y2， y3， …， y N
2 -1）， yi = xi + x N

2 + i 　 　 i = 0， 1， …， N
2 - 1

和

（ z0， z1， z2， z3， …， z N
2 -1）， zi = （xi - x N

2 + i）W
i
N 　 　 i = 0， 1， …， N

2 - 1

将 （y0， y1， y2， y3， …， y（N / 2） - 1） 进一步分解为如下两个 N / 4 点序列：
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对 （ z0， z1， z2， z3， …， z（N / 2） - 1 ） 做类似操作。 重复上述过程直到获得 2 点

序列。

3. 3. 2　 原位计算

图 3. 7 给出了 DIF - FFT 算法的基本组成模块———蝶形图。 由于计算第 m + 1
列 p 和 q 位置的输出时， 仅需要第 m 列 p 和 q 位置的数据。 因此， 如果将 xm +1（p）
和 xm +1（q） 分别存储在 xm（p） 和 xm（q） 的位置， 则仅需要一列 N 个寄存器就可

以实现 DFT。 这样的原位计算仅适用于当蝶形图的输入和输出节点在水平位置上相

邻的情形。 然而， 原位计算使得 DIF - FFT变换后的序列以反比特顺序存储， 如图

3. 10 所示[A42] 。

3. 4　 基 -3 DIT - FFT

截至目前， 我们研究了基 - 2 DIT、 DIF 及 DIT / DIF 算法。 当数据序列的长度

N = 3 ι（ ι 为整数） 时， 可以用下面的方法推出基 - 3 DIT - FFT算法：
将式 （2. 1a） 改写为

XFk = ∑
（N / 3） -1

r = 0
x3rW

3rk
N + ∑

（N / 3） -1

r = 0
x3r +1W

（3r +1）k
N + ∑

（N / 3） -1

r = 0
x3r +2W

（3r +2）k
N

W3rkN = exp - j2π
N 3rk（ ） = exp - j2π

N / 3 rk（ ） = Wrk
N / 3

XFk = ∑
（N / 3） -1

r = 0
x3rW

rk
N / 3 + Wk

N ∑
（N / 3） -1

r = 0
x3r +1W

rk
N / 3 + W2kN ∑

（N / 3） -1

r = 0
x3r +2W

rk
N / 3

XFk = AFk + Wk
NB
F
k + W2kN CFk

（3. 18a）

式中， AFk ， BFk 和 CFk 都为 N / 3 点 DFT。 它们分别是 （ x0， x3， x6， …， xN -3 ），
（x1， x4， x7， …， xN -2） 和 （ x2， x5， x8， …， xN -1 ） 的 DFT。 因此这几个子序

列以 N / 3 为周期， 有

XFk + N / 3 = A
F
k +W

（k + N / 3）
N BFk +W

2（k + N / 3）
N CFk

= AFk + e
- j2π / 3Wk

NB
F
k + e

- j4π / 3W2kN CFk
（3. 18b）

XFk +2N / 3 = A
F
k +W

（k +2N / 3）
N BFk +W

2（k +2N / 3）
N CFk

= AFk + e
- j4π / 3Wk

NB
F
k + e

- j2π / 3W2kN CFk
（3. 18c）

WN / 3
N = exp - j2π

N
N
3

 

 
 

 

 
 = exp（ - j2π / 3） 且 W4N / 3

N =WN
NW

N / 3
N =WN / 3

N

式 （3. 18） 对于 k = 0， 1， …， N
3 - 1 成立。 重复这一过程直到原序列分解为多个

3 点序列。 则式 （3. 18） 用矩阵形式表示如下
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XFk
XFk + N / 3

XFk +2N / 3

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

=
1 1 1
1 e - j2π / 3 e - j4π / 3

1 e - j4π / 3 e - j2π / 3

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

AFk
Wk

NB
F
k

W2kN CFk

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

　 　 k = 0， 1， …， N
3 - 1

式 （3. 18） 的流图如图 3. 11 所示。 将序列 {x（n）} 分解为以下 3 个序列：
（x0， x3， x6， …， xN -3）， （x1， x4， x7， …， xN -2）， （x2， x5， x8， …， xN -1） 每个序列长

→|3T |← →|3T |← →|3T |←　 　 　 　 　 度为N / 3

XFk 的频率分辨率为 f0 =
1
NT。

AFk ， BFk 和 CFk 的频率分辨率都为
1

（N / 3）3T =
1
NT = f0。

图 3. 11　 式 （3. 18） 的流图

频率分辨率不变， 时间分辨率从 3T
变为 T， 因此该算法称为时域抽取法

（DIT）。 将这些序列中的每一个进一步

分解为 3 个N / 9点序列， 并一直重复这一

过程直到得到 3 点序列。 这就是基 - 3
DIT - FFT。 与基 - 2 DIT - FFT 类似， N
点 DFT（N = 3 ι） 由 3 点 DFT 开始， 自下

而上逐步实现。 所有基 - 2算法的优点对

于基 - 3 算法都成立。

3. 5　 基 -3 DIF - FFT

与基 - 3 DIT - FFT 类似， 当 N = 3 ι （ ι 是整数） 时也存在基 - 3 DIF - FFT
算法。

DFT

XFk = ∑
N-1

n = 0
xnW

nk
N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1 （3. 19a）

IDFT

xn = 1N∑
N-1

k = 0
XFkW

-nk
N 　 　 n = 0， 1， …， N - 1 （3. 19b）

DFT

XFk = ∑
（N / 3） -1

n = 0
xnW

nk
N + ∑

（2N / 3） -1

n = N / 3
xnW

nk
N + ∑

N-1

n = 2N / 3
xnW

nk
N （3. 20）

（令Ⅰ、 Ⅱ、 Ⅲ分别对应式 （3. 20） 的 3 个求和项）
令求和项Ⅱ中 n =m + N / 3， 求和项Ⅲ中 n =m + （2N / 3）。 则有
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Ⅱ = ∑
（2N / 3） -1

n = N / 3
xnW

nk
N = ∑

（N / 3） -1

m = 0
xm+N / 3W

（m+N / 3）k
N = W（N / 3）k

N ∑
（N / 3） -1

m = 0
xm+N / 3W

mk
N

（3. 21a）

Ⅲ = ∑
N-1

n = 2N / 3
xnW

nk
N = ∑

（N / 3） -1

m = 0
xm+2N / 3W

（m+2N / 3）k
N = W（2N / 3）k

N ∑
（N / 3） -1

m = 0
xm+2N / 3W

mk
N

（3. 21b）
其中

W（N / 3）k
N = exp - j2πN

N
3 k

 

 
 

 

 
 = e - j2πk / 3

W（2N / 3）k
N = exp - j2πN

2N
3 k 

 
 

 

 
 = e - j4πk / 3

因此式 （3. 20） 变为

XFk = ∑
（N / 3） -1

n = 0
[xn + e -j2πk / 3xn+N / 3 + e -j4πk / 3xn+2N / 3]W

nk
N （3. 22）

分别令 k = 3m， k = 3m + 1， k = 3m + 2 （其中 m = 0， 1， …， （N / 3） - 1）， 则有

XF3m = ∑
（N / 3） -1

n = 0
[xn + xn+N / 3 + xn+2N / 3]W

nm
N / 3 （3. 23a）

即为 （xn + xn + N / 3 + xn +2N / 3） 的 N / 3 点 DFT， n = 0， 1， …， （N / 3） - 1。

XF3m+1 = ∑
（N / 3） -1

n = 0
{[xn + （e -j2π / 3）xn+N / 3 + （e -j4π / 3）xn+2N / 3]W

n
N}W

nm
N / 3 （3. 23b）

即为 [xn + （e - j2π / 3）xn + N / 3 + （e - j4π / 3）xn +2N / 3]W
n
N 的 N / 3 点 DFT。

类似地

XF3m+2 = ∑
（N / 3） -1

n = 0
{[xn + （e -j4π / 3）xn+N / 3 + （e -j2π / 3）xn+2N / 3]W

2n
N }W

nm
N / 3 （3. 23c）

即为 [xn + （e - j4π / 3）xn + N / 3 + （e - j2π / 3）xn +2N / 3]W
2n
N 的 N / 3 点 DFT。

基 - 3 DIF - FFT可利用这三个 N / 3 点 DFT实现。
每一个 N / 3 点 DFT的求解均基于 N / 3 点序列的线性组合。 重复上述分解过程

直到获得 3 点序列。
3 个 N / 3 点序列 （见式 （3. 23）） 如下所示：

　

1 1 1

Wn
N （1 e - j2π / 3 e - j4π / 3）

W2nN （1 e - j4π / 3 e - j2π / 3）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

xn

xn + N / 3

xn +2N / 3

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

　 　 n = 0， 1， …， N
3 - 1 （3. 24）

式 （3. 24） 可以用图 3. 12 给出的流图描述。 式 （3. 23） 给出了基 -3 DIF - FFT算

法。 例如， XF3m是 （xn + xn +N / 3 + xn +2N / 3） 的 3 点 DFT， m = 0， 1， …， （N / 3） - 1。
将原始序列的 N 个样本点 xn， 重新组合为如下的 N/ 3个样本点， n =0， 1， …， N -1：
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图 3. 12　 式 （3. 24） 的流图

{（x0 + xN / 3 + x2N / 3）， （x1 + x（N / 3） + 1 + x（2N / 3） + 1）， …， （x（N / 3） - 1 + x（2N / 3） - 1 + xN -1）}
则这 N / 3 个样本点的时域分辨率为 T， 而 N / 3 点 DFT的频域分辨率为

1
（N / 3）T =

3
NT = 3 f0

对于 N 点 DFT， 频率分辨率为 1 / NT = f0。
从 N / 3 点到 N 点 DFT意味着频域分辨率降低了 3 倍， 即从 3 f0 降至 f0， 而时

域分辨率保持不变。 因此这一算法称为 DIF - FFT。 易知通过在每一步进行适当的

分解操作， 即可实现基 - 3 DIT / DIF - FFT 算法。 图 3. 13 给出了当 N = 9 时基 - 3
DIF - FFT的算法流程。 基 - 2 DIT - FFT 和基 - 2 DIF - FFT 算法的所有优点对于

基 - 3 FFT算法同样成立。

图 3. 13　 N = 9 时基 - 3 DIF - FFT流图 （其中 WN =W9）

3. 6　 N 为合数时的 FFT

当 N 为合数时， 存在混合基 DIT - FFT， DIF - FFT和 DIT / DIF - FFT算法。 令

N = p1p2…pυ = p1q1， q1 = p2p3…pυ = p2q2， q2 = p3p4…pυ
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以 N = 12 为例， 这一过程描述如下。
【例】 　 N = 12， p1 = 3， q1 = 4

N = 12 = 3 × 4 = 3 × 2 × 2， N = p1q1
为求出 DIT - FFT， 将 12 点序列分解为

这是基 - 3 /基 - 2 DIT - FFT算法， 具体算法的实现参考前文介绍的基 - 2 和基 - 3
算法。

为求出 DIF - FFT， 将序列分解为

（x0， x1， x2， x3， x4， x5， x6， x7， x8， x9， x10， x11）
（x0， x1， x2， x3） （x4， x5， x6， x7） （x8， x9， x10， x11） 基 - 3
（x0， x1） （x2， x3） （x4， x5） （x6， x7） （x8， x9） （x10， x11） 基 -2

这是基 - 3 /基 - 2 DIF - FFT算法。 通过在每一步选取适当的分解方式， 则可实现

基 - 3 /基 - 2 DIT / DIF算法。

3. 7　 基 -4 DIT - FFT[V14]

当序列的长度 N = 4n（n 为整数） 时， 可以推出基 - 4 DIT - FFT 和 DIF - FFT
算法。 与前文类似， 序列 xn 的 N 点 DFT如下， n = 0， 1， …， N - 1：

XFk = ∑
N-1

n = 0
xnW

nk
N ，WN = exp - j2π

N（ ）　 k = 0， 1， …， N - 1 （3. 25a）

类似地， IDFT为

xn = 1N∑
N-1

k = 0
XFkW

-nk
N 　 　 n = 0， 1， …， N - 1 （3. 25b）

式 （3. 25a） 可以表示为

XFk = ∑
N / 4 -1

n = 0
x4nW

4nk
N + ∑

N / 4 -1

n = 0
x4n+1W

（4n+1）k
N + ∑

N / 4 -1

n = 0
x4n+2W

（4n+2）k
N + ∑

N / 4 -1

n = 0
x4n+3W

（4n+3）k
N

（3. 26a）
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XFk = （∑
N/ 4-1

n =0
x4nW

4nk
N ） + Wk

N （∑
N/ 4-1

n =0
x4n+1W

4nk
N ） + W2kN （∑

N/ 4-1

n =0
x4n+2W

4nk
N ） + W3kN （∑

N/ 4-1

n =0
x4n+3W

4nk
N ）

（3. 26b）
式 （3. 26b） 可表示为

XFk = A
F
k +W

k
NB
F
k +W

2k
N CFk +W

3k
N DFk 　 　 k = 0， 1， …， N - 1 （3. 27a）

式中， AFk 、 BFk 、 CFk 和 DFk 为 N / 4 点 DFT， 因此它们均以 N / 4 为周期。 于是

　
XFk + N

4
= AFk +W

k + N
4

N BFk +W
2 k + N

4（ ）
N CFk +W

3 k + N
4（ ）

N DFk

= AFk - jW
k
NB
F
k -W

2k
N CFk + jW

3k
N DFk 　 　 k = 0， 1， …， N

4 - 1
（3. 27b）

类似地

XFk + N
2
= AFk -W

k
NB
F
k +W

2k
N CFk -W

3k
N DFk 　 　 k = 0， 1， …， N

4 - 1 （3. 27c）

　 XFk + 3N4 = A
F
k + jW

k
NB
F
k -W

2k
N CFk - jW

3k
N DFk 　 　 k = 0， 1， …， N

4 - 1 （3. 27d）

式 （3. 27） 可以用矩阵形式表述为

XFk
XFk + N / 4

XFk + N / 2

XFk +3N / 4

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

1 1 1 1

1 - j - 1 j

1 - 1 1 - 1

1 j - 1 - j

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

AFk
Wk

NB
F
k

W2kN CFk
W3kN DFk

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

　 　 k = 0， 1， …， N
4 - 1 （3. 28）

该流图如图 3. 14 所示， 该过程需要 3 次乘法和 12 次加法。

图 3. 14　 由 4 个 N / 4 点 DFT得到 N 点 DFT XFk

将原始 N 点序列 （采样间隔为 T） 分解为 4 个 N / 4 点序列 （这是一个迭代的

过程）， 如下所示：
{x0， x1， x2， x3， x4， x5， …， xN -3， xN -2， xN -1}
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AFk BFk CFk DFk
{x0， x4， x8， x12， …}{x1， x5， x9， x13， …}{x2， x6， x10， x14， …}{x3， x7， x11， x15， …}

4 个 N / 4 点 DFT （N = 4n）

{x4n}， {x4n +1}， {x4n +2}， {x4n +3} 　 n = 0， 1， …， N
4 - 1

AFk
{x0， x4， x8， x12， x16， x20， x24， x28， x32， x36， x40， x44， x48， x52， x56， …}

→| 4T | ←
EFk FFk GFk HFk

{x0， x16， x32， x48， …}{x4， x20， x36， x52， …}{x8， x24， x40， x56， …}{x12， x28， x44， x60， …}
→| 16T | ←

AFk 为 N / 4 点 DFT； EFk 、 FFk 、 GFk 和 HFk 为 N / 16 点 DFT。 由 EFk 、 FFk 、 GFk 和 HFk 得到

AFk 。 重复这一过程得到其余的 3 个 N / 4 点 DFT BFk ， CFk 和 DFk 。 该过程类似于基 - 3
DIT - FFT （见 3. 4 节）。
下面以 N = 64 为例介绍基 - 4 DIT - FFT的实现方法。

第Ⅱ步

Ak

{x0， x4， x8， x12， …， x60}
EFk

{x0， x16， x32， x48}，
FFk

{x4， x20， x36， x52}

GFk
{x8， x24， x40， x56}，

HFk
{x12， x28， x44， x60}

BFk
{x1， x5， x9， x13， …， x61}

IFk
{x1， x17， x33， x49}，

JFk
{x5， x21， x37， x53}

KFk
{x9， x25， x41， x57}，

LFk
{x13， x29， x45， x61}

CFk
{x2， x6， x10， x14， …， x62}

MFk
{x2， x18， x34， x50}，

NFk
{x6， x22， x38， x54}

OFk
{x10， x26， x42， x58}，

PFk
{x14， x30， x46， x62}

DFk
{x3， x7， x11， x15， …， x63}

QFk
{x3， x19， x35， x51}，

RFk
{x7， x23， x39， x55}
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SFk
{x11， x27， x43， x59}，

TFk
{x15， x31， x47， x63}

EFk ， FFk ， …， TFk 为 4 点 DFT， 因此不再进一步分解。
N 点 DFT （N = 4m， m 为整数）

{x0， x1， x2， x3， x4， x5， …， xN -3， xN -2， xN -1}
→|T |←

f0 =
1
NT为频域分辨率

{x0， x4， x8， x12， …}{x1， x5， x9， x13， …}{x2， x6， x10， x14， …}{x3， x7， x11， x15， …}
→|4T |← →|4T |← →|4T |← →|4T |←

频域分辨率为
1

4T N
4

= 1NT = f0。

在求 N 点 DFT的过程中， 其频域分辨率不变， 但是时域分辨率减少了 4 倍。
因此这是 DIT - FFT。
4 点 DFT为

XFk = ∑
3

n = 0
xnW

nk
4 　 　 k = 0， 1， 2， 3 （3. 29）

W4 = e - j2π / 4 = e - jπ / 2 = - j， W04 = 1， W24 = - 1， W34 = j
行

n， k = 0， 1， 2， 3　 [Wnk
4 ] =

1 1 1 1
1 - j - 1 j
1 - 1 1 - 1
1 j - 1 - j

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

　

0
1
2
3

（4 × 4） DFT矩阵

将各行按反比特顺序排列， 有
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4 点 DFT的流程图如图 3. 15 所示。

图 3. 15　 4 点 DIT - FFT流程图

【例】 　 N = 16 时的基 - 4 DIT - FFT

以上四个都为 4 点 DFT。

XFk = ∑
3

n = 0
x4nW

nk
4 + Wk

16 （∑
3

n = 0
x4n+1W

nk
4 ） + W2k16 （∑

3

n = 0
x4n+2W

nk
4 ）

+ W3k16 （∑
3

n = 0
x4n+3W

nk
4 ）

（3. 30a）

XFk = A
F
k +W

k
16B

F
k +W

2k
16C

F
k +W

3k
16D

F
k 　 　 k = 0， 1， 2， 3 （3. 30b）

式 （3. 30） 的矩阵形式为

XFk
XFk + N

4

XFk + N
2

XFk + 3N4

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

1 1 1 1

1 - j - 1 j

1 - 1 1 - 1

1 j - 1 - j

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

AFk
Wk
16B

F
k

W2k16C
F
k

W3k16D
F
k

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

　 　 k = 0， 1， 2， 3 （3. 31）

其中

AFk = ∑
3

n = 0
x4nW

nk
4 　 　 k = 0，1，2，3
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AF0
AF1
AF2
AF3

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

1 1 1 1

1 - j - 1 j

1 - 1 1 - 1

1 j - 1 - j

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

x0

x4

x8

x12

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（3. 32）

图 3. 16 所示用流图描述了这一过程。 类似地， BFk 、 CFk 和 DFk 分别为 {x1， x5， x9，
x13}、 {x2， x6， x10， x14} 和 {x3， x7， x11， x15} 的 4 点 DFT （见图 3. 17）。

图 3. 16　 {x0， x4， x8， x12} 的 4 点 DFT流图

图 3. 17　 16 点基 - 4 DIT - FFT
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图 3. 17　 16 点基 - 4 DIT - FFT （续）

3. 8　 基 -4 DIF - FFT

类似基 - 4 DIT - FFT， 当 N = 4n 时， 可以推出基 - 4 DIF - FFT：

XFk = ∑
N-1

n = 0
xnW

nk
N 　 　 k = 0，1，…，N - 1

= ∑
N
4 -1

n = 0
xnW

nk
N +∑

N
2 -1

n = N
4

xnW
nk
N +∑

3N
4 -1

n = N
2

xnW
nk
N + ∑

N-1

n = 3N4

xnW
nk
N

（3. 33）

分别用Ⅰ、 Ⅱ、 Ⅲ和Ⅳ表示式 （3. 33） 中的 4 个求和项。

令Ⅱ中 n =m + N
4 ， Ⅲ中 n =m + N

2 ， Ⅳ中 n =m + 3N4 ， 则Ⅱ、 Ⅲ和Ⅳ变为

∑
N
2 -1

n = N
4

xnW
nk
N = ∑

N
4 -1

m = 0
xm+ N

4
W m+ N

4（ ）k
N = W

N
4 k
N ∑

N
4 -1

n = 0
xn+ N

4
Wnk

N = （ - j） k∑
N
4 -1

n = 0
xn+ N

4
Wnk

N

（3. 34a）

∑
3N
4 -1

n = N
2

xnW
nk
N = ∑

N
4 -1

m = 0
xm+ N

2
W m+ N

2（ ）k
N = W

N
2 k
N ∑

N
4 -1

n = 0
xn+ N

2
Wnk

N = （ - 1） k∑
N
4 -1

n = 0
xn+ N

2
Wnk

N

（3. 34b）
类似地

∑
N-1

n = 3N4

xnW
nk
N = （j） k∑

N
4 -1

n = 0
xn+3N4 W

nk
N （3. 34c）

将式 （3. 34） 带入式 （3. 33）， 得

XFk = ∑
N
4 -1

n = 0
[xn + （ - j） kxn+ N

4
+ （ - 1） kxn+ N

2
+ （j） kxn+3N4 ]W

nk
N （3. 35）

令 k = 4m， m = 0， 1， …， N
4 - 1， 则有

XF4m = ∑
N
4 -1

n = 0
[xn + xn+ N

4
+ xn+ N

2
+ xn+3N4 ]W

nm
N
4

（3. 36a）
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即为 [xn + xn + N
4
+ xn + N

2
+ xn + 3N4 ] 的 N / 4 点 DFT。

令式 （3. 35） 中 k = 4m + 1。 则有

XF4m+1 = ∑
N
4 -1

n = 0
xnW

n（4m+1）
N +∑

N
2 -1

n = N
4

xnW
n（4m+1）
N +∑

3N
4 -1

n = N
2

xnW
n（4m+1）
N + ∑

N-1

n = 3N4

xnW
n（4m+1）
N

= Ⅴ + Ⅵ + Ⅶ + Ⅷ
（3. 36b）

Ⅴ、 Ⅵ、 Ⅶ和Ⅷ分别表示 4 个求和项。

令Ⅵ中 n =m + N
4 ， Ⅶ中 n =m + N

2 ， Ⅷ中 n =m + 3N4 ， 则式 （3. 36b） 变为

XF4m+1 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn - jxn+ N

4
- xn+ N

2
+ jxn+3N4 ]W

n
N）W

nm
N
4

（3. 36c）

即为 （[xn - jxn + N
4
- xn + N

2
+ jxn + 3N4 ]W

n
N） 的 N / 4 点 DFT。

令式 （3. 35） 中 k = 4m + 2。 类似前文的分析， 有

XF4m+2 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn - xn+ N

4
+ xn+ N

2
- xn+3N4 ]W

2n
N ）W

nm
N
4

（3. 36d）

即为 （[xn - xn + N
4
+ xn + N

2
- xn + 3N4 ]W

2n
N ） 的 N / 4 点 DFT。

令式 （3. 35） 中 k = 4m + 3。 类似前文的分析， 有

XF4m+3 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn + jxn+ N

4
- xn+ N

2
- jxn+3N4 ]W

3n
N ）W

nm
N
4

（3. 36e）

即为 （[xn + jxn + N
4
- xn + N

2
- jxn + 3N4 ]W

3n
N ） 的 N / 4 点 DFT。

总而言之， 一个 N 点基 - 4 DIF - FFT可以由 4 个 N / 4 点 DFT推导出来。 每一

个 N / 4 点 DFT都是原始 N 点序列的一种线性组合。 N 点 DFT为

XFk = ∑
N-1

n = 0
xnW

nk
N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1

分解为

XF4m = ∑
N
4 -1

n = 0
[xn + xn+ N

4
+ xn+ N

2
+ xn+3N4 ]W

nm
N
4

（3. 37a）

XF4m+1 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn - jxn+ N

4
- xn+ N

2
+ jxn+3N4 ]W

n
N）W

nm
N
4

（3. 37b）

XF4m+2 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn - xn+ N

4
+ xn+ N

2
- xn+3N4 ]W

2n
N ）W

nm
N
4

（3. 37c）

76第 3 章　 快 速 算 法



XF4m+3 = ∑
N
4 -1

n = 0
（[xn + jxn+ N

4
- xn+ N

2
- jxn+3N4 ]W

3n
N ）W

nm
N
4

　 　 m = 0， 1， …， N
4 - 1

（3. 37d）

以上这些都是 N / 4 点 DFT （见图 3. 18）。

图 3. 18　 式 （3. 37） 的蝶形图 （m， n = 0， 1， …， N
4 - 1； N = 4）

将上述 4 个 N / 4 点序列用下列形式表示

　

1 1 1 1
Wn

N （1 - j - 1 j）

W2nN （1 - 1 1 - 1）

W3nN （1 j - 1 - j）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

xn
xn + N / 4

xn + N / 2

xn +3N / 4

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 n = 0， 1， …， N
4 - 1 （3. 38）

则 N 点 DFT可由以上 4 个 N / 4 点 DFT得到， 每一个 N / 4 点序列又可以由上述过程

形成。 不断重复上述过程直至得到 4 点序列 （见图 3. 19 和图 3. 20）。 基 - 4 DIT /

图 3. 19　 式 （3. 37） 中的 16 点 DIF - FFT流图 （4 点 DIF - FFT见图 3. 18 或见参考文献 [A42]）
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DIF - FFT可以通过在任意步骤甚至每一步混合 DIT / DIF 算法得到。 用类似的方法

可以实现以基 - 6 和基 - 8 的 DIT - FFT、 DIF - FFT及 DIT / DIF - FFT算法。

图 3. 20　 16 点 DIF - FFT流程 （为避免连线混乱， 图中只连接了 1 个蝶形算法）

在 OFDM系统中已经实现了基于基 - 4 DIF - FFT的高速 FFT 处理器。 该处理

器可以在 42MHz的频率上工作， 并能在 6μs内完成 256 点复 FFT。

3. 9　 分裂基 FFT 算法

我们已经讨论了基 - 2 和基 - 4 DIT / DIF 算法。 将两者结合使用则形成了一种
新的算法， 称作分裂基 FFT 算法 （Split - Radix FFT， SRFFT） [SR1，A42] 。 这类算法
有许多优点， 比如在 2m 算法中具有最少数目的加法和乘法等。 该算法基于下列观

察结论： 基 - 4 算法对于奇数 DFT系数更有效， 而基 - 2 算法对于偶数 DFT系数更

有效。 具体描述如下。
对于 N = 2n， N 点 DFT可以分解为

XF（2k）　 k = 0， 1， …， N
2 - 1

XF（4k + 1）和 XF（4k + 3）　 k = 0， 1， …， N
4 - 1

即

XF（2k） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n）W2nkN + ∑

N-1

n = N / 2
x（n）W2nkN （3. 39）
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对第二个求和项中的 m 进行变量代换， 令 n =m + N
2 ， 则式 （3. 39） 可以表示为

XF（2k） = ∑
（N / 2） -1

n = 0
x（n） + x n + N

2（ ）[ ]Wnk
N / 2 　 　 k = 0. 1，…，N2 - 1 （3. 40a）

上式是一个 N / 2 点 DIF - FFT。 类似地， 使用基 - 4 DIF - FFT， 有

XF（4k + 1） = ∑
（N / 4） -1

n = 0
x（n） - jx n + N

4（ ） - x n + N
2（ ） + jx n + 3N4（ ）[ ]Wn

N（ ）Wnk
N / 4

（3. 40b）
以及

XF（4k + 3） = ∑
（N / 4） -1

n = 0
x（n） + jx n + N

4（ ） - x n + N
2（ ） - jx n + 3N4（ ）[ ]W3nN（ ）Wnk

N / 4

k = 0， 1， …， N
4 - 1 （3. 40c）

这两项均为基 - 4N / 4 点 DIF - FFT。 继续分解可以最终求得 N 点 DFT。 分裂基算法

的计算复杂度比基 - 2 和基 - 4 算法都低[SR1] 。
Yeh和 Jen[O9]发明了用于实现 SRFFT 的流水线结构， 这一结构同样适用于

VLSI实现。 其目的是为 OFDM中的应用设计高效 （高速） 和低功耗的 FFT。 OFDM
目前已被欧洲数字无线电 /音频广播标准 （即 DVB - T / DAB） 所采纳。 其他 OFDM
中的应用包括： 无线局域网 （Wireless Local Area Network， WLAN）、 HYPERLAN / 2
系统、 第四代蜂窝网电话及新型 WLAN 系统等。 这一流水线结构具体见参考文献

[O9] 及其参考文献。
参考文献 [O19] 介绍了一种新的技术———分解部分传输序列 （Decomposition

Partial Transmit Sequence， D - PTS）。 这一技术在降低 OFDM 信号峰值 -平均功率

比 （Peak - to - Average Power Ratio， PAPR） 的同时， 减少了乘法运算的复杂度。
为了产生 PTS， FFT内部计算了多个变换。 基于低复杂度 IFFT的降低 PAPR的算法

详见参考文献 [O19]。

3. 10　 用矩阵分割技术实现快速傅里叶变换 （FFT） 和快速二

进制傅里叶表示 （BIFORE） 变换

矩阵因式分解技术已应用于实现快速傅里叶变换 （FFT） 和快速二进制傅里叶

表示 （Binary Fourier Representation， BIFORE） 变换 （FBT）。 同样， 矩阵分割技

术也可用于实现 FFT和 FBT算法。 利用矩阵因式分解实现 FFT和 FBT 的算法有很

多[T1 - T6，T8] 。 这里我们的目的是在计算傅里叶系数和 BIFORE系数的过程中， 研究

能够降低复杂度的矩阵分割技术。
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3. 10. 1　 矩阵分割技术

一个以 N 为周期的序列 x（n） = {x（0）， x（1）， …， x（N - 1）} T （其中， x（n）
和 “T” 分别表示列向量及转置） 的 BIFORE 变换或哈达玛 （ Hardmard） 变

换[T6，T7] （BT或 HT） 定义为

Bx（k） =
1
N [H（g）]x（n） （3. 41）

式中， Bx（k） 为 BIFORE系数， k = 0， 1， …， N - 1； g = log2N； [H（g）] 为一个

（N × N） 大小的哈达玛矩阵[B6（第156页）] ， 可以通过以下过程逐渐构建：

[H（0）] = [1]， [H（1）] =
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 ， [H（2）] =

[H（1）] [H（1）]
[H（1）] - [H（1）]

 

 
 
 

 

 
 
 ， …，

[H（g）] =
[H（g - 1）] [H（g - 1）]
[H（g - 1）] - [H（g - 1）]

 

 
 
 

 

 
 
 

（3. 42）
矩阵分割技术最好用举例的方式来说明。 给定 N = 8， 用式 （3. 41） 和式

（3. 42） 将 Bx（k）、 [H（g）] 和 x（n） 分割如下：
Bx（0）
Bx（1）
Bx（2）
Bx（3）
Bx（4）
Bx（5）
Bx（6）
Bx（7）

����

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 18

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1

1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��������������������������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）

x（1）

x（2）

x（3）

x（4）

x（5）

x（6）

x（7）

����

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（3. 43）
式 （3. 43） 的结构暗示可以继续分割矩阵以获得下列等式：

Bx（0）
Bx（1）
Bx（2）
Bx（3）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= 18

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

x（0） + x（4）
x（1） + x（5）
x（2） + x（6）
x（3） + x（7）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= 18

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

x1（0）
x1（1）
x1（2）
x1（3）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（3. 44a）
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Bx（4）

Bx（5）

Bx（6）

Bx（7）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

= 18

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

x（0） - x（4）
x（1） - x（5）
x（2） - x（6）
x（3） - x（7）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= 18

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 - 1

1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

x1（4）

x1（5）

x1（6）

x1（7）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（3. 44b）

Bx（0）

Bx（1）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x1（0） + x1（2）

x1（1） + x1（3）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x2（0）

x2（1）
 

 
 
 

 

 
 
 （3. 45a）

Bx（2）

Bx（3）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x1（0） - x1（2）

x1（1） - x1（3）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x2（2）

x2（3）
 

 
 
 

 

 
 
 （3. 45b）

Bx（4）

Bx（5）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x1（4） + x1（6）

x1（5） + x1（7）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x2（4）

x2（5）
 

 
 
 

 

 
 
 （3. 46a）

Bx（6）

Bx（7）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x1（4） - x1（6）

x1（5） - x1（7）
 

 
 
 

 

 
 
 =
1
8
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

x2（6）

x2（7）
 

 
 
 

 

 
 
 （3. 46b）

Bx（0） =
1
8 {x2（0） + x2（1）} =

1
8 x3（0）　 Bx（1） =

1
8 {x2（0） - x2（1）} =

1
8 x3（1）

Bx（2） =
1
8 {x2（2） + x2（3）} =

1
8 x3（2）　 Bx（3） =

1
8 {x2（2） - x2（3）} =

1
8 x3（3）

Bx（4） =
1
8 {x2（4） + x2（5）} =

1
8 x3（4）　 Bx（5） =

1
8 {x2（4） - x2（5）} =

1
8 x3（5）

Bx（6） =
1
8 {x2（6） + x2（7）} =

1
8 x3（6）　 Bx（7） =

1
8 {x2（6） - x2（7）} =

1
8 x3（7）

（3. 47）
上述一系列计算过程如图 3. 21 所示。 除了 1 / 8 的常数乘子， 计算 BT所需的算

术运算的总数 （实数加减） 为 8 × 3 = 24， 对于更一般情况为 Nlog2N， 而式

（3. 41） 则需要 N2 次运算。

3. 10. 2　 DFT 算法

矩阵分割技术也可用于 DFT情形。 众所周知[T2] ， x（k） 的 DFT为

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wnk

N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1 （2. 1a）
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式中， WN = e - j2π / N； j = - 1。 利用性质 WNι + r = Wr 和 W（N / 2） + r
N = - Wr， 则 N = 8

时的 DFT可以表述为 （此处 W =W8）

XF（0）
XF（1）
XF（2）
XF（3）
XF（4）
XF（5）
XF（6）
XF（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

E
O
E
O
E
O
E
O

1 1 1 1 1 1 1 1
1 W W2 W3 - 1 -W -W2 -W3

1 W2 - 1 -W2 1 W2 - 1 -W2

1 W3 -W2 -W5 - 1 -W3 W2 -W
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
1 -W W2 -W3 - 1 W -W2 W3

1 -W2 - 1 W2 1 -W2 - 1 W2

1 -W3 -W2 W5 - 1 W3 W2 W

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）
x（1）
x（2）
x（3）
x（4）
x（5）
x（6）
x（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（3. 48）
式中， E 和 O 分别表示中间点的偶向量和奇向量。 然而这样的表示方法并不能降低

计算复杂度。 这里的技巧是对式 （3. 48） 进行与 {XF（k）} 类似的反比特顺序重

排列， 即

XF（0）
XF（4）
XF（2）
XF（6）
XF（1）
XF（5）
XF（3）
XF（7）

����

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

1 1
1 -1

 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1
1 -1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 1
1 -1

 

 
 
 

 

 
 
 1

1 1
1 -1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 W2

1 -W2
 

 
 
 

 

 
 
 -1

1 W2

1 -W2
 

 
 
 

 

 
 
 

1 W2

1 -W2
 

 
 
 

 

 
 
 -1

1 W2

1 -W2
 

 
 
 

 

 
 
 

1 W
1 -W

 

 
 
 

 

 
 
 W2

1 W
1 -W

 

 
 
 

 

 
 
 -1

1 W
1 -W

 

 
 
 

 

 
 
 -W2

1 W
1 -W

 

 
 
 

 

 
 
 

1 W3

1 -W3
 

 
 
 

 

 
 
 -W2

1 W3

1 -W3
 

 
 
 

 

 
 
 -1

1 W3

1 -W3
 

 
 
 

 

 
 
 W2

1 W3

1 -W3
 

 
 
 

 

 
 
 

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

������������������������������������������������������

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x（0）
x（1）
x（2）
x（3）
x（4）
x（5）
x（6）
x（7）

����

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（3. 49）
可以观察到， 式 （3. 49） 和式 （3. 43） 在对称结构和方阵分割方式两方面具有相

似性。 两者的差别在于 “加权因子” 不同， 在 FFT 中为 ± 1 和 ± W2N， 而在 FBT 中

仅有 ± 1。 对式 （3. 49） 重复式 （3. 44） ～ （3. 47） 所描述的过程， 则可以得到相

应的 FFT流图 （见图 3. 21）。 计算 DFT总共需要 Nlog2N 次运算， 包括复数相加和

相乘。
类似于矩阵的因式分解， 矩阵分割也能够降低 BT 和 DFT 过程的计算复杂度。

这些技术 （因式分解和矩阵分割） 均可拓展到其他变换中去[T4] （见表 3. 3）。
表 3. 3　 图 3. 21 所示的 α1， α2， …， α6 的取值 （W =W8）

乘数 BT = [G0（3）] CBT = [G1（3）] DFT

a1 - 1 j j

a2 1 - j - j
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（续）

乘数 BT = [G0（3）] CBT = [G1（3）] DFT

a3 1 1 W1

a4 - 1 - 1 W2

a5 1 1 W3

a6 - 1 - 1 W4

　 CBT = complex BIFORE transform

基于图 3. 21 的稀疏矩阵因子如下。

图 3. 21　 BT、 CBT和 DFT的快速实现流图 （N = 8； 对于 DFT， 输出为反比特顺序 （BRO））

3. 10. 3　 BIFORE 变换 （BT）

（3. 50）
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3. 10. 4　 复 BIFORE 变换 （CBT）

（3. 51）

3. 10. 5　 稀疏矩阵因式分解 （SMF）

注意， 此处 W =W8。

将 （8 × 8）DFT矩阵的行以反比特顺序重排列为

（3. 52）

3. 11　 威诺格拉德傅里叶变换算法[V26]

与快速傅里叶变换 （FFT） 相比， 威诺格拉德傅里叶变换算法 （Winograd Fou-
rier Transform Algorithm， WFTA） 显著降低了乘法的次数； 而在许多情况下， 它也

不会增加加法运算的次数。
WFTA是 Winograd最先提出的一种快速算法， 下面举例说明该算法。

3. 11. 1　 5 点 DFT （见图 3. 22）

u = - 2π / 5 j = - 1
s1 = x（1） + x（4）　 s2 = x（1） - x（4）　 s3 = x（3） + x（2）　 s4 = x（3） - x（2）
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s5 = x（1） + x（3）　 s6 = x（1） - x（3）　 s7 = s2 + s4 　 s8 = s5 + x（0）
a0 = 1　 　 a1 = （cosu + cos2u） / 2 - 1　 　 a2 = （cosu - cos2u） / 2
a3 = j（sinu + sin2u） / 2　 　 a4 = jsin2u　 　 a5 = j（sinu - sin2u）
m0 = a0 s8 　 m1 = a1 s5 　 m2 = a2 s6 　 m3 = a3 s2
m4 = a4 s7 　 m5 = a5 s4
s9 =m0 +m1 　 s10 = s9 +m2 　 s11 = s9 -m2 　 s12 =m3 -m4
s13 =m4 +m5 　 s14 = s10 + s12 　 s15 = s10 - s12 　 s16 = s11 + s13
s17 = s11 - s13
XF（0） =m0 　 XF（1） = s14 　 XF（2） = s16 　 XF（3） = s17 　 XF（4） = s15

（3. 53）

图 3. 22　 用 WFTA计算 5 点 DFT流图

3. 11. 2　 7 点 DFT （见图 3. 23）

u = - 2π / 7　 j = - 1
s1 = x（1） + x（6）　 s2 = x（1） - x（6）　 s3 = x（4） + x（3）　 s4 = x（4） - x（3）
s5 = x（2） + x（5）　 s6 = x（2） - x（5）　 s7 = s1 + s3 　 s8 = s7 + s5
s9 = s8 + x（0）　 s10 = s1 - s3 　 s11 = s3 - s5 　 s12 = s5 - s1
s13 = s2 + s4 　 s14 = s13 + s6 　 s15 = s2 - s4 　 s16 = s4 - s6
s17 = s6 - s2
a0 = 1　 a1 = （cosu + cos2u + cos3u） / 3 - 1　 a2 = （2cosu - cos2u - cos3u） / 3
a3 = （cosu - 2cos2u + cos3u） / 3 a4 = （cosu + cos2u - 2cos3u） / 3
a5 = j（sinu + sin2u - sin3u） / 3 a6 = j（2sinu - sin2u + sin3u） / 3
a7 = j（sinu - 2sin2u - sin3u） / 3 a8 = j（sinu + sin2u + 2sin3u） / 3
m0 = a0 s9 　 　 　 　 m1 = a1 s8 　 　 　 　 m2 = a2 s10 　 　 　 　 m3 = a3 s11
m4 = a4 s12 m5 = a5 s14 m6 = a6 s15 m7 = a7 s16
m8 = a8 s17
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s18 =m0 +m1 　 　 s19 = s18 +m2 　 　 s20 = s19 +m3 　 　 s21 = s18 -m2
s22 = s21 -m4 s23 = s18 -m3 s24 = s23 +m4 s25 =m5 +m6
s26 = s25 +m7 s27 =m5 -m6 s28 = s27 -m8 s29 =m5 -m7
s30 = s29 +m8 s31 = s20 + s26 s32 = s20 - s26 s33 = s22 + s28
s34 = s22 - s28 s35 = s24 + s30 s36 = s24 - s30
XF（0） =m0 　 　 XF（1） = s31 　 　 XF（2） = s33 　 　 XF（3） = s36
XF（4） = s35 　 　 XF（5） = s34 　 　 XF（6） = s32

（3. 54）

图 3. 23　 用 WFTA计算 7 点 DFT流图

3. 11. 3　 9 点 DFT （见图 3. 24）

u = - 2π / 9　 j = - 1
s1 = x（1） + x（8）　 s2 = x（1） - x（8）　 s3 = x（7） + x（2）　 s4 = x（7） - x（2）
s5 = x（3） + x（6）　 s6 = x（3） - x（6）　 s7 = x（4） + x（5）　 s8 = x（4） - x（5）
s9 = s1 + s3 　 　 s10 = s9 + s7 　 　 s11 = s10 + s5 　 　 s12 = s11 + x（0）
s13 = s2 + s4 s14 = s13 + s8 s15 = s1 - s3 s16 = s3 - s7
s17 = s7 - s1 s18 = s2 - s4 s19 = s4 - s8 s20 = s8 - s2

a0 = 1　 a1 = -
1
2 　 a2 = jsin3u　 a3 = cos3u - 1　 a4 = jsin3u

a5 = （2cosu - cos2u - cos4u） / 3　 a6 = （cosu + cos2u - 2cos4u） / 3
a7 = （cosu - 2cos2u + cos4u） / 3 a8 = j（2sinu + sin2u - sin4u） / 3
a9 = j（sinu - sin2u - 2sin4u） / 3 a10 = j（sinu + 2sin2u + sin4u） / 3
m0 = a0 s12 　 　 　 　 m1 = a1 s10 　 　 　 　 m2 = a2 s14 　 　 　 　 m3 = a3 s5
m4 = a4 s6 m5 = a5 s15 m6 = a6 s16 m7 = a7 s17
m8 = a8 s18 m9 = a9 s19 m10 = a10 s20
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s21 =m1 +m1 　 　 s22 = s21 +m1 　 　 s23 = s22 +m0 　 　 s24 = s23 +m2
s25 = s23 -m2 s26 =m0 +m3 s27 = s26 + s21 s28 = s27 +m5
s29 = s28 +m6 s30 = s27 -m6 s31 = s30 +m7 s32 = s27 -m5
s33 = s32 -m7 s34 =m4 +m8 s35 = s34 +m9 s36 =m4 -m9
s37 = s36 +m10 s38 =m4 -m8 s39 = s38 -m10 s40 = s29 + s35
s41 = s29 - s35 s42 = s31 + s37 s43 = s31 - s37 s44 = s33 + s39
s45 = s33 - s39
XF（0） =m0 　 　 XF（1） = s40 　 　 XF（2） = s43 　 　 XF（3） = s24 　 　 XF（4） = s44
XF（5） = s45 　 　 XF（6） = s25 　 　 XF（7） = s42 　 　 XF（8） = s41

（3. 55）

图 3. 24　 用 WFTA计算 9 点 DFT流图

威诺格拉德 DFT （即WFTA） 的计算复杂度低于基 - 3 DIF - FFT （见表 3. 4）。

表 3. 4　 WFTA 性能

DFT长度 N
WFTA 基 - 3 DIF FFT

实数乘法次数 实数加法次数 实数乘法次数 实数加法次数

5 5 17 — —

7 8 36 — —

9 10 45 64 74

3. 11. 4　 输入为实序列时的 DFT 算法

目前， 已有大量文献研究实数 FFT 的高效算法[B29，A38] 。 这些算法大体上可分

为两类： 素因子法 （Prime Factor Algorithms， PFA） 和公因子法 （Common Factor
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Algorithms， CFA）。 PFA适用于变换长度 N 可分解为两个或多个互素因子的情况。
威诺格拉德傅里叶变换 （WFTA） 就是 PFA 的一个例子 （见本章 3. 11 节）， 其应

用见参考文献 [T1]。 CFA适用于各因子非互素的情况。 CFA的范例有库利 -图基

（Cooley - Tukey） FFT算法及分裂基算法。 PFA和 CFA算法均基于将输入数据变换

为一个二维矩阵， 并使该二维 DFT 为具有最少旋转因子的可分离变换。 尤其是

PFA算法， 其 DFT的行和列相互独立， 且不包含任何旋转因子。
我们考虑的例子中， 长度 15 可以被分解为 5 和 3 两个互素的数， 因此 PFA 适

用。 现有两个可用的 PFA算法： Burrus等提出的 PFA算法[B29]及WFTA。 WFTA算

法使用素因子长度为 N 的威诺格拉德短 N 模块作为系统的基本模块。 WFTA 算法

以增加极少量相加运算为代价， 来达到最小化相乘运算的数量 （通过嵌套 （nest-
ing） 过程） 的目的[B1，B29] 。 然而， 对于较短的序列 （包括 15 点序列）， 与 PFA相

比， WFTA使用的相加运算数量相同， 但相乘运算更少。 因此， 我们使用 WFTA算

法计算该 15 点 FFT。 对相关文献资料的调查研究， 15 点实 WFTA是现有算法中复

杂度最低的。

3. 11. 5　 威诺格拉德短 N DFT 模块

威诺格拉德短 N DFT模块是实现更长 WFTA的基本模块。 短 N 模块定义在素

数长度上。 下面我们通过使用 3 点和 5 点 DFT模块实现 15 点变换的过程来说明短

N 模块。
威诺格拉德 DFT模块基于一个素数长度的快速循环卷积算法， 该算法在理论

上使用乘法的次数最少[B1，B29，A36] 。 该卷积算法可以通过 Rader 技术[B29]映射到

DFT上， 这样便提供了对于素数长度非常有效的 DFT模块。
用数学术语来说， 威诺格拉德算法获得了最简 DFT 矩阵分解。 其中使用参考

文献 [A35] 中的矩阵标记法。 分解如下：
[DN] = [SN][CN][TN] （3. 56）

式中， [DN]（ = [F]） 为 N × N 大小的 DFT 矩阵； [SN] 为 N × J 大小的矩阵， 其

元素仅包括 0、 1、 - 1； [CN] 为 J × J 大小的对角矩阵； [TN] 为 J × N 大小的矩

阵， 其元素仅包括 0、 1、 - 1。
也就是说， [ SN] 和 [TN] 仅为相加矩阵， 而 [CN] 为相乘矩阵。 另外，

[CN] 中的元素或者是纯实数， 或者是纯虚数。 因此， 对于输入的实数数据， 我们

对每一个 [CN] 的元素只需要做一次实数乘法， 从而乘法运算的个数为 J。 威诺

格拉德算法非常强大， 对于小的素数 N （如 3、 5、 7、 11）， J 非常接近于 N。 也就

是说， 我们仅需要 N 次左右的乘法运算， 而不是穷举算法需要的 N2 次乘法运算。
例如， 当 N = 3 时， [S3]、 [C3] 和 [T3] 可以用参考文献 [A37] 中的内容推导

出来， 即
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[S3] =
1 0 0
1 1 1
1 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
[C3] = diag[1， cos

2π
3

 

 
 

 

 
 ， - 1， - jsin 2π3

 

 
 

 

 
 ] [T3] =

1 1 1
0 1 1
0 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

（3. 57）
注意， [SN] 和 [TN] 都可以分解为稀疏矩阵， 从而最小化相加运算的次数。 例

如， 式 （3. 57） 中的 [S3] 和 [T3] 可分解为

[S3] =
1 0 0
0 1 1
0 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
　 [T3] =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0 0
0 1 1
0 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
（3. 58）

当 N = 4 时， [S4]、 [C4] 和 [T4] 可以用参考文献 [A37] 推导出来：

[S4] =

1 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

　 [C4] = diag 1， 1， 1， jsin -
π
2

 

 
 

 

 
 [ ]

[T4] =

1 0 1 0
1 0 - 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

1 0 1 0
1 0 - 1 0
0 1 0 1
0 1 0 - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

=

1 1 1 1
1 - 1 1 - 1
1 0 - 1 0
0 1 0 - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（3. 59）

当 N = 5 时， [S5]、 [C5] 和 [T5] 可以用式 （3. 53） 和图 3. 22 所示推导出来：

[S5] =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 1 0 -1
0 0 0 1 0

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 -1 0
0 0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 -1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 -1 0
0 0 0 1 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[C5] = diag [1， cos（u） + cos（2u）2 - 1， cos（u） - cos（2u）2 ，

j（sinu + sin2u）， jsin（2u）， j（sinu - sin2u） ]　 　 u = - 2π5

[T5] =

1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 - 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 0

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 0 - 1 1 0

0 1 0 0 - 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

（3. 60）
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3. 11. 6　 素因子映射索引

将 1 维阵列映射到 2 维阵列的主要思想是说： 将一个大问题分解成多个小问

题， 并有效解决每一个小问题[B29] 。 这样的映射基于取模运算， 以充分利用 DFT
中复指数的周期性。 令 N = N1N2， 且 N1 和 N2 互素； n、 n1、 n2、 k、 k1、 k2 为时

域和空域相应的索引变量。 从 n1、 n2、 k1、 k2 到 n 和 k 的映射可如下定义：
n = < K1n1 + K2n2 > N 　 n1 = 0， 1， …， N1 - 1　 n2 = 0， 1， …， N2 - 1
k = < K3k1 + K4k2 > N 　 k1 = 0， 1， …， N1 - 1　 k2 = 0， 1， …， N2 - 1

n， k = 0， 1， …， N - 1 （3. 61）
式中， <·>N 表示模 N 运算。

一定存在整数 K1、 K2、 K3 和 K4 使得上述映射惟一 （即所有 n 和 k 在 0 ～ N - 1
区间的值都可以用 n1、 n2 和 k1、 k2 的组合实现）。 如果映射满足下列条件， 则称

其为素因子映射 （Prime Factor Map， PFM）：
K1 = aN2 和 K2 = bN1
K3 = cN2 和 K4 = bN1 （3. 62）

满足 PFM并且可以使 DFT的行和列去相关的方案为
K1 = N2 和 K2 = N1

K3 = N2 < N
-1
2 > N1和 K4 = N1 < N

-1
1 > N2 （3. 63）

式中， <N -11 >N2定义为满足 <N -11 N1>N2 = 1 的最小自然数。
对于我们的例子， 有 N1 = 3、 N2 = 5， 则

< N -11 > N2 = 2 由于 N1 × 2 = 1 × N2 + 1

< N -12 > N1 = 2 由于 N2 × 2 = 3 × N1 + 1

因此， K3 = N2 <N
-1
2 >N1 = 10， K4 = N1 <N

-1
1 >N2 = 6。

另一个例子， 令 N1 = 3、 N2 = 4， 则

< N -11 > N2 = 3 由于 N1 × 3 = 2 × N2 + 1

< N -12 > N1 = 1 由于 N2 × 1 = 1 × N1 + 1

因此， K3 = N2 <N
-1
2 >N1 = 4， K4 = N1 <N

-1
1 >N2 = 9。 因此 DFT为

X^ F（k1， k2） = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
x̂（n1， n2）W

n1k1
N1

Wn2k2
N2

（3. 64）

其中

x̂（n1， n2） = x（ < K1n1 + K2n2 > N）
X^ F（k1，k2） = XF（ < K3k1 + K4k2 > N） （3. 65）

也就是说， DFT将首先应用于列， 然后应用于行。
一种可选的索引方法。 当 N = N1 × N2 （N1 和 N2 互素） 时， 有一组 zN 同构于

一组 zN1 × zN2（ zN 中的 z 表示整数）。 DFT 矩阵可以分割为 N2 × N2 的循环矩阵， 进
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而可以用这些分块组成 N1 × N1 的循环矩阵。
例如， 因为 15 = 3 × 5， 所以我们有下列同构

　 0→0 × （1， 1） = （0， 0）　 　 1→1 × （1， 1） = （1， 1）　 　 2→2 × （1， 1） = （2， 2）
3→3 × （1， 1） = （0， 3） 4→4 × （1， 1） = （1， 4） 5→5 × （1， 1） = （2， 0）
6→6 × （1， 1） = （0， 1） 7→7 × （1， 1） = （1， 2） 8→8 × （1， 1） = （2， 3）
9→9 × （1， 1） = （0， 4） 10→10 × （1， 1） = （1， 0） 11→11 × （1， 1） = （2， 1）
12→12 × （1， 1） = （0， 2） 13→13 × （1， 1） = （1， 3） 14→14 × （1， 1） = （2， 4）

按词典顺序重新排序， 我们得到： 0， 6， 12， 3， 9， 10， 1， 7， 13， 4， 5， 11， 2，
8， 14。 这里 （1， 1） 为 zN1 × zN2组产生器。

4→4 × （1， 1） = （4 × 1， 4 × 1） = （4 mod 3， 4 mod 5） = （1， 4）
6→6 × （1， 1） = （6 × 1， 6 × 1） = （6 mod 3， 6 mod 5） = （0， 1）

矩阵诠释。 如果我们在上述映射中固定 n1 的值， 将 n2 的值在 0 ～ N2 - 1 的区

间中改变， 并且对所有 0 ～ N1 - 1 的 n1 重复上述过程， 可以得到一个 n 从 0 变化到

N - 1 的置换序列。 令 [Pi ] 为描述这些步骤的输入置换矩阵， 类似地， 定义

[Po] 为输出置换矩阵。 则有[A35] ：
[Po]XF = （[DN1]⊗[DN2]）[Pi]x　 　 （见图 3. 25） （3. 66）

式中， “⊗” 表示 Kronecker 乘积 （见本书附录 E）。 也就是说， 一个 2 维 N1 × N2
的 DFT可以看作是其行和列 DFT矩阵 [DN1] 和 [DN2] 的 Kronecker 乘积。 本书

附录 H. 1 给出了当 N = 15 时该矩阵的形式和相应转置矩阵的 MATLAB 程序代码

（见图 3. 25）。

图 3. 25　 N = 3 × 5 时 WFTA输入输出序列的置换方式

（ “。 ” 表示两个相同大小矩阵对应位置元素相乘）
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3. 11. 7　 威诺格拉德傅里叶变换算法 （WFTA）

继续上面的矩阵诠释。 如果对于 N1 和 N2 有短 N DFT模块， 则有：
[DN1]⊗[DN2] = （[SN1][CN1][TN1]）⊗（[SN2][CN2][TN2]） （3. 67）

利用 Kronecker乘积的性质， 可以推出[A35，A36] ：
[DN1]⊗[DN2] = （[SN1]⊗[SN2]）（[CN1]⊗[CN2]）（[TN1]⊗[TN2]）

= [SN][CN][TN]
（3. 68）

式 （3. 68） 的最后一步在 WFTA 中称为嵌套[A35] 。 因为乘积运算是嵌套的， 因此

这一算法一般具有最少数量的乘法运算。 上述公式可以简化如下。 设

x̂ = [Pi]x = （ x̂0， x̂1，…， x̂N2 -1 x̂N2， x̂N2 +1， …， x̂2N2 -1 x̂2N2， x̂2N2 +1， …， x̂N1N2 -1

�� ��

） T

（3. 69）
定义

[ zN]≡

x̂0 x̂1 … x̂N2 -1
x̂N2 x̂N2 +1 … x̂2N2 -1
︙ ︙ ⋱ ︙

x̂（N1 -1）N2 x̂（N1 -1）N2 +1 … x̂N1N2 -1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（3. 70）

类似地， 定义 [ZN] 为输出系数。 [Pi] 和 [Po] 定义见式 （3. 66）。 矩阵 [ zN]

和 [ZN] 通过行排序映射为向量 x̂ 和 X^ F （见本书附录 E. 3）。 则可证明[A35，A37] ：
（[TN1]⊗[TN2]）x⇒（[TN2]（[TN1][ zN]）

T） T （3. 71）
（[TN1]⊗[TN2]）x⇒[TN1][ zN][TN2]

T 　 （右侧与式（E. 11）相同） （3. 72）
[ZN] = [SN2]（[SN1][CN1 × N2]

T 。 [TN1]（[TN2][ZN]） T） T （3. 73）
式 （3. 73） 中的变换操作相互抵消。 [CN1 × N2] 定义为

（[CN1]⊗[CN2]）x⇒（[CN2]（[CN1][ zN]）
T） T = [CN1][ zN][CN2]

T

= [CN1][ zN][CN2] = [CN1 × N2] 。 [ zN]
　 　 （见式（F. 12））

（3. 74）
式中， [CN1] 和 [CN2] 为对角矩阵， 且

CN1 × N2（n， m） = CN1（n， n）CN2（m， m）　 n = 0， 1， …， MN1 - 1　 （MN1 = 3）

m = 0， 1， …， MN2 - 1　 （MN2 = 6）

（3. 75）
（[CN1][ zN][CN2]）

T = [CN2][ zN]
T[CN1] = [CN1 × N2] 。 [ zN]

T = [CN1 × N2]
T 。 [ zN] T

（3. 76）
式中， MN1和 MN2分别为 [CN1] 和 [CN2] 对角线的长度 （即乘积运算的个数）；
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符号 “。 ” 表示两个相同大小矩阵对应位置元素相乘； 上标 T表示转置。
应用。 为了推导 5 点离散余弦变换 （DCT）， 我们仅需要结合使用威诺格拉德

5 点 DFT及 Heideman映射即可[A40，A41] 。

3. 12　 DFT 矩阵的稀疏分解

3. 12. 1　 使用复数旋转进行 DFT 矩阵的稀疏分解

性质　 给定一个 （N × N） DFT矩阵 [F]， 我们可以仅通过行排列和复数旋转

实现矩阵的稀疏分解。
3. 12. 1. 1　 预备工作

由于要考虑旋转， 且通过一系列的旋转操作， 一个矩阵可以被简化为上三角形

式 （三角化）。 每个操作包含矩阵的 4 个元素， 因此我们仅需要考虑 2 × 2 矩阵的

旋转。 （在上三角矩阵中， 对角线以下的所有元素均为 0。） 此外， 由于 DFT 矩阵

的元素是复数， 因此 Givens 旋转[B27]也必须是复数。 我们首先来证明一个复数

Givens旋转序列可以产生一个正交矩阵 （而非酉矩阵！）。
证明： 考虑下列 2 × 2 矩阵

[R] =
cosγ sinγ
- sinγ cosγ

 

 
 
 

 

 
 
 （3. 77）

式中， γ 为复数。
由于 [R] 是正交， 即 [R] T[R] = [ I] （注意这里 [R] 不一定是酉矩阵， 只

需要具有正交性）， 因此：

[R] T[R] =
cosγ - sinγ
sinγ cosγ

 

 
 
 

 

 
 
 
cosγ sinγ
- sinγ cosγ

 

 
 
 

 

 
 
 

=
cos2γ + sin2γ 0

0 cos2γ + sin2γ
 

 
 
 

 

 
 
 =
1 0
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 

（3. 78）

若要式 （3. 78） 成立， 需要以下恒等式

cos2γ + sin2γ = 1　 　 γ 为复数

上式很容易通过以下推导证明。 令 γ = α + jβ， 其中 α 和 β 均为实数。 应用正弦和

余弦函数的复合角公式， 可以很容易得到

cos2γ + sin2γ = （cos2α + sin2α）cosh2β - （cos2α + sin2α）sinh2β = 1 （3. 79）
式中， coshβ 和 sinhβ 分别定义为

cos（jθ） = coshθ　 　 sin（jθ） = jsinhθ （3. 80）
coshθ = （eθ + e - θ） / 2　 　 sinhθ = （eθ - e - θ） / 2 （3. 81）

cosh2θ - sinh2θ = 1 （3. 82）
因此， 复数 Givens旋转 [R] 是正交的。
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3. 12. 1. 2　 分析

令 [R] =
cosγ sinγ
- sinγ cosγ

 

 
 
 

 

 
 
 ， [A] =

a11 a12
a21 a22

 

 
 
 

 

 
 
 ， 矩阵的元素均为复数。 我们需

要一个旋转矩阵使 （[R][A]）21 = 0。 这引出了下面的公式

a11 sinγ - a21cosγ = 0 （3. 83）
当 a11≠0 时引入 tanγ = a21 / a11。
（1） 若 a11 = 0， 则 γ = π / 2。
（2） 若 a11≠0， 则需求解以下公式中的复角度 γ：

tanγ = a21 / a11 = z3
令 u = ejγ， 则正余弦公式可以表示为

sinγ = 12j （u - u
-1）和 cosγ = 12 （u + u

-1）

进一步可以得出以下公式：

tanγ = 1j
u - u -1
u + u -1

（3. 84）

式 （3. 84） 可以通过复数分析求解。 u 的求解过程为

u2 =
1 + jz2
1 - jz3

　 如果 z3≠ - j

（1） 当 z3≠ - j时， 令 u2 = z4 = rejϕ， 则有两个解：

u1 = rejϕ / 2， u2 = rej（ϕ +2π） / 2 = - u1
如果限制复数的范围为 （0， π）， 则上述 u 的解是惟一的。 令 u 为 ρej0并结合 u =
ejγ， 则有：

γ = θ - jln ρ
（2） 当 z3 = - j 时， 我们对 2 × 2 矩阵应用行交换， 以此方式交换 a11和 a12。

产生的结果 z3 与 j相等。
我们已经证明了当允许行交换时， 存在一个复旋转矩阵使得一个 （N × N）

DFT矩阵简化为上三角形式 （三角化）。

3. 12. 2　 利用酉矩阵进行 DFT 矩阵的稀疏分解

在上一小节 “使用复数旋转进行 DFT 矩阵的稀疏分解” 的讨论中， 我们验证

了使用复 Givens旋转和行交换可以将 DFT 矩阵简化为上三角形式。 实际上， 这说

明了存在一个正交矩阵， 能够使 DFT矩阵简化为上三角形式。 上述总结是基于 2 ×
2 矩阵进行验证的， 而这很容易推广。 其公式为

[F] = [Q][R] （3. 85）
式中， [Q] 为一系列复旋转的转置， 表示为
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[Q] = （[Qn][Qn -1]…[Q1]） T

式中， [Qm][Qm] T = [ I]， 表明每一个复旋转都满足正交性。
简化的矩阵 [R] 为上三角矩阵。 由于 [F] 是酉矩阵， 则 [Q] 正交就意味

着上三角矩阵 [R] 没有特殊的对称性。 然而， 很容易看出它不具有正交性， 否则

它会使 [F] 也正交。 因为 [R] 不是正交的， 因此可以看出它不能通过一系列正

交的复旋转进行分解。
上述观察提出了一个问题： 能否将复旋转中的正交条件推广到酉条件， 使得

DFT矩阵可以分解为一系列酉矩阵， 其中每一个矩阵代表一类复旋转？ 这是这部分

我们要考虑的问题。
为了解答这个问题， 我们首先对 DFT矩阵进行著名的 QR 分解[B27] 。

3. 12. 2. 1　 DFT 矩阵的 QR 分解

我们知道对于一个酉矩阵 [F]， 它的 [Q] 和 [R] 因子分别为酉矩阵和对角

矩阵。 因此， [F] = [Q][R] 使得 [F]*T[F] = [ I] 且 [Q]*T[Q] = [ I]。 其中，
“*” 表示共轭， T表示转置， 矩阵 [R] 为对角阵。 我们通过 2 × 2 的情况进行说

明。 设 [R] 为酉矩阵 [F] 分解后的上三角矩阵， [Q] 为酉矩阵。 令

[R] =
g11 g12
0 g22

 

 
 
 

 

 
 
 （3. 86）

式中各元素均为复数。
由于 [R]*T[R] = [ I]， 因此对于 [R] 中的元素有下面的公式成立

[R]*T[R] =
g*11 0

g*12 g*22

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

g11 g12
0 g22

 

 
 
 

 

 
 
 = [ I] （3. 87）

式中， 上标 “*” 表示复共轭。 通过式 （3. 87） 可以得到

g*11g11 = 1， g
*
11g12 = 0 和 g*12g12 + g

*
22g22 = 1 （3. 88）

将 g11和 g12用实部和虚部分开的形式表示， 即 g11 = x1 + jy1， g12 = x2 + jy2。 则我们

可以用下面的公式表示 g12的组成：

g*11g12 = （x1 - jy1）（x2 + jy2） = 0
因此有

x1x2 + y1y2 = 0 和 x1y2 - y1x2 = 0 （原文此处错印为 x1x2 + y1y2 = 0。 ———译者注）
注意， 式 （3. 85） 中系数矩阵 [R] 行列式的值是 g11幅值的二次方， 也就是

1。 因此对于 x2 和 y2 仅有平凡解， 可得 g12为 0。 因此矩阵 [R] 为对角阵。
3. 12. 2. 2　 一些旋转形式的酉矩阵

我们首先探究具有以下形式的复 “旋转” 矩阵：

[q] =
cosγ sinγ
- sin*γ cos*γ
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通过该定义， 我们可以分析 [q]*T[q] 乘积的各个元素：
（[q]*T[q]）11 = cosγcos*γ + sinγsin*γ

（[q]*T[q]）12 = cosγcos*γ - sinγsin*γ = 0

（[q]*T[q]）21 = （[q]*T[q]）12， （[q]*T[q]）11 = （[q]*T[q]）22
如果对矩阵 [q] 进行缩放， 缩放因子为 （[q]*T[q]）11的二次方根， 则产生的矩

阵为酉矩阵。 因此， 我们可以定义酉旋转矩阵为

[Q] = 1
k
cosγ sinγ
- sin*γ cos*γ

 

 
 
 

 

 
 
 （3. 89）

其中

k = cosγcos*γ + sinγsin*γ = cosh2β + sinh2β
将该 [Q] 矩阵应用于以下 2 × 2 酉矩阵：

[F] =
a11 a12
a21 a22

 

 
 
 

 

 
 
 

则 γ 满足以下公式

（[Q][F]）21 = 0 或
1
k
（ - a11 sin*γ + a21cos*γ） = 0 （3. 90）

因此， 我们可以看出， 复数角的求解方法与之前基本一样 （见式 （3. 83））， 惟一

的不同在于此处的公式中出现了复共轭。
我们已经在上述总结中说明了将一个 （N × N） DFT 矩阵分解为一个酉旋转矩

阵和一个对角矩阵是可行的。 其中， 酉矩阵由以下 2 × 2 矩阵中的元素组成：

[Q] = 1
k
cosγ sinγ
- sin*γ cos*γ

 

 
 
 

 

 
 
 

式中， k = cosγcos*γ + sinγsin*γ。
【例 3. 1】 　 当 N = 2 时， 有：

[F] = 1
2
1 1
1 e - jπ

 

 
 
 

 

 
 
 =

1
2
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 　 [Q] =

1
2
1 1
1 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 　 [R] =

1 0
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 

当 N = 3 时， 有：

[F] = 1
3

1 1 1
1 W1 W2

1 W2 W4

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
　 [Q] = 1

3

- 1 1 1
- 1 W1 W2

- 1 W2 W4

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
　 [R] =

- 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

这里使用了 MATLAB中的 QR函数。

3. 13　 统一离散傅里叶 -哈特雷变换

Oraintara[I -29]提出了统一离散傅里叶 -哈特雷变换 （Unified Discrete Fourier -
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Hartley Transform， UDFHT） 的理论和结构。 他证明了经过简单的修改， UDFHT可以

用于实现表 3. 5 所示的Ⅰ～Ⅳ类型的 DFT、 DHT （离散 Hartley 变换）[I -28，I -31]、 DCT
和 DST （离散正弦变换[B23]）。 他将这些变换统一起来， 并通过 FFT技术推导其高效

算法。 另外一个优势是， 基于 FFT 的软硬件可以通过增加前 /后处理实现各类 DCT、
DHT和 DST。 这一类离散变换的基函数见表 3. 5。

UDFHT定义为一个 （N × N） 的矩阵 [T]， 其元素 （k， n） 为

Tkn = μkλn{Ae - j2π（k + k0）（n + n0） / N + Bej2π（k + k0）（n + n0） / N}

= μkλn （A + B）cos
2π
N （k + k0）（n + n0）[ ] - j（A - B）sin 2πN （k + k0）（n + n0）[ ]{ }

（3. 91）
式中， A 和 B 为常数； μk 和 λn 是归一化因子， 可以使 [T] 的基函数具有同样的

模 N。
若下列四个条件中任意一条成立， 则 UDFHT正交：
（1） AB = 0
（2） n0 = p / 2， k0 = q / 2 和 ϕA - ϕB = （2r - 1）π / 2
（3） n0 = 0 或 1 / 2， k0 = （2q - 1） / 4，和 ϕA - ϕB = rπ
（4） k0 = 0 或 1 / 2， n0 = （2p - 1） / 4，和 ϕA - ϕB = rπ （3. 92）

式中， p、 q、 r 为整数； ϕA 和 ϕB 分别为 A 和 B 的相位。
表 3. 6 列出了Ⅰ ～Ⅳ型 DFT / DHT中 A、 B、 k0 和 n0 的值。
正如前文所提， 这一系列 （Ⅰ ～Ⅳ型） DCT / DST也可以通过 UDFHT实现。 然

而， 除了需要选取合适的 A、 B、 k0 和 n0 （见表 3. 7） 之外， 这一实现还需要数据

交换和序列变换， 还可能包括符号变化。
例如， 使用表 3. 7 所示实现 DCT -Ⅲ， 有：

Tkn = λncos
2π
N k + 14

 

 
 

 

 
 n[ ] = λncos

π
N 2k + 12

 

 
 

 

 
 n[ ] （3. 93）

当 0≤k≤N / 2 时

Tkn = C
Ⅲ
2k，n 　 和　 TN -1 - k，n = C

Ⅲ
2k +1，n （3. 94）

令 [Pi] 为一个 N × N 的交换矩阵， 则

[Pi] =

1 0 0 … 0 0 0 0
0 0 0 … 0 0 0 （ - 1） i

0 1 0 … 0 0 0 0
0 0 0 … 0 0 （ - 1） i 0
︙ ︙ ︙ ︙

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（3. 95）

则容易证明 [CⅢ] = [P0][T]， 其中 [CⅢ] 为 （N × N） DCT - Ⅲ矩阵。 类似地，
由表 3. 7 可得 [CⅣ] = [P1][T]， 其中 [CⅣ] 为 （N × N） 的 DCT - Ⅳ矩阵。 一

般来说， 这些类型的 DCT和 DST可以使用 UDFHT用下列方式实现：
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表 3. 6　 利用 UDFHT 实现Ⅰ ～ Ⅳ型 DFT 和 DHT （参考文献 [I - 29] © 2002 IEEE）

A B k0 n0

DFT -Ⅰ 1 0 0 0

DFT -Ⅱ 1 0 0 1 / 2

DFT -Ⅲ 1 0 1 / 2 0

DFT -Ⅳ 1 0 1 / 2 1 / 2

DHT -Ⅰ （1 + j） / 2 （1 - j） / 2 0 0

DHT -Ⅱ （1 + j） / 2 （1 - j） / 2 0 1 / 2

DHT -Ⅲ （1 + j） / 2 （1 - j） / 2 1 / 2 0

DHT -Ⅳ （1 + j） / 2 （1 - j） / 2 1 / 2 1 / 2

表 3. 7　 利用 UDFHT 实现Ⅱ ～ Ⅳ型 DCT 和 DST （参考文献 [I - 29] © 2002 IEEE）

A B k0 n0

DCT -Ⅱ 1 / 2 1 / 2 0 1 / 4

DCT -Ⅲ 1 / 2 1 / 2 1 / 4 0

DCT -Ⅳ 1 / 2 1 / 2 1 / 4 1 / 2

DST -Ⅱ j / 2 - j / 2 0 1 / 4

DST -Ⅲ j / 2 - j / 2 1 / 4 0

DST -Ⅳ j / 2 - j / 2 1 / 4 1 / 2

[CⅡ] = [T] T[P0] T， [CⅢ] = [P0][T]， [CⅣ] = [P1][T]

[SⅡ] = [T] T[P1] T， [SⅢ] = [P1][T]， [SⅣ] = [P0][T]
（3. 96）

这里我们证明 UDFHT 可以用于实现 DCT - Ⅲ （见式 （3. 91）、 式 （3. 93） ～
（3. 96） 及表 3. 7）。

T（k） = ∑
N-1

n = 0
λncos

π
N 2k + 12（ ）n[ ]⇔CⅢ（k） = ∑

N-1

n = 0
λncos

π
N k + 12（ ）n[ ]

（3. 97）

其中 λp =
1 / N p = 0

2 / N p≠0{ 　 　 k = 0， 1， …， N - 1

证明： 当 N = 8 时， 由式 （3. 97） 可得

T（0） = CⅢ（0）， T（1） = CⅢ（2）， T（2） = CⅢ（4）， T（3） = CⅢ（6） （3. 98）
因此式 （3. 94） 中的第一个公式是成立的。 为证明式 （3. 94） 中的第 2 个公式也

成立， 令 k = N - 1 -m 并带入式 （3. 97） 可得

T（N - 1 - m） = ∑
N-1

n = 0
λncos

π
N 2N - 2m - 2 + 12（ ）n[ ] （3. 99a）
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用 k 替换式 （3. 99a） 中的 m， 并利用关系 cos（2π - a） = cos（a）， 有：

T（N - 1 - k） = ∑
N-1

n = 0
λncos

π
N （2k + 1） + 12（ ）n[ ]

= CⅢ（2k + 1）　 　 0 ≤ k < N / 2
（3. 99b）

式 （3. 98） 和式 （3. 99） 可以用矩阵的形式表述如下：

CⅢ（0）
CⅢ（1）
CⅢ（2）
CⅢ（3）
CⅢ（4）
CⅢ（5）
CⅢ（6）
CⅢ（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T（0）
T（1）
T（2）
T（3）
T（4）
T（5）
T（6）
T（7）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（3. 100）

式 （3. 97） 中的性质如图 D. 1b 所示。 对称扩展 CⅢ （ k） （其基函数为

cos πN k + 12
 

 
 

 

 
 n[ ]）， 然后抽取序列得到 T（ k） （其基函数为 cos πN 2k + 12

 

 
 

 

 
 n[ ]）。

进而用 CⅢ（N + 1） 代替 CⅢ（N）， 即 CⅢ（N） = CⅢ（N + 1）， 其他系数也可用类似

方法得到。 CⅠ（k）， SⅠ（k）， CⅡ（k） （见图 D. 1c） 和 SⅡ（k） 的这一性质将会在

本书附录 D. 3 中用到 （CⅠ（k） 是一个 I类 DCT系数， 以此类推）。

3. 13. 1　 UDFHT 的快速结构

UDFHT可以用 DFT 算法计算得出。 仅考虑 n0 = p / 2 （ p 为整数） 的情况，

DCT -Ⅱ和 DST -Ⅱ的快速结构可以分别通过 DCT -Ⅲ和 DST -Ⅲ的转置得到。 令

n̂ = （ - n - 2n0）moduloN　 即 n̂ = snN - n - 2n0 （3. 101）
且当 0≤n̂≤N - 1 时 sn 为整数。 注意， 当 n = sn̂N - n̂ - 2n0 时有 sn̂ = sn。 则有：

X（k）
μk

= ∑
N-1

n = 0
Tknx（n）

= ∑
N-1

n = 0
λn[Ae -j

2π
N （k+k0）（n+n0） + Bej

2π
N （k+k0）（n+n0） ]x（n）

= ∑
N-1

n = 0
[λnAx（n） + λn̂Bej2πsnk0x（ n̂）]e -j

2π
N （k+k0）（n+n0）

= W（k+k0）n0∑
N-1

n = 0
[λnAx（n） + λn̂BW -s0k0Nx（ n̂）]Wk0nWkn

（3. 102）

UDFHT可以用向量矩阵的形式表示为
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X = [T]x
式中， X 为 N 点变换向量； x 为 N 点数据向量； [T] 为 （N × N） UDFHT矩阵。

UDFHT可以用 DFT - Ⅰ结合前处理和后处理实现， 图 3. 26 给出了 N = 8、
n0 =2 时的例子。 从式 （3. 101） 可知 n̂ = 1 × N - n - 2 × n0 = 4， 因此 n = 0 时有s0 =
1。 从图 3. 26 可以看出， 如果用 Mult（N） 表示 N 点 FFT中 （复数） 乘法运算的个

数， 则 UDFHT使用乘法的次数大约是 Mult（N） + 4N。 其中， 多出的 4N 个乘法运

算来自 [Q] 中的蝶形算法及 FFT模块前后的相乘运算 （Wk0n， W（k + k0）n0）。

图 3. 26　 非标准化 UDFHT的快速算法结构 （N = 8， n0 = 2， Δ = |A | 2 + |B | 2，

W = e - j2π / N） （参考文献 [I - 29] © 2002 IEEE）

此外， 还可以从图 3. 26 中看出 UDFHT 具有正交性。 由于在 FFT 模块前后进

行的相乘运算是正交的， 且 FFT 本身是正交矩阵。 因此， 当且仅当前处理矩阵

[Q] 的元素 （k， n） 正交时， UDFHT正交。 其中， 矩阵 [Q] 的元素 （k， n） 由

下式给定：

Qkn =

A / Δ 当 k = n 当 k≠n̂
BW - snk0N / Δ 当 k≠n 当 k = n̂
（A + BW - snk0N） / |A + BW - snk0N | 当 k = n = n̂
0 其他

 

 

 

 
  

 
 

（3. 103）

式中， Δ = |A | 2 + |B | 2； n̂ = snN - n - 2n0。 由以上分析可知：
AB = 0 或 cos（2πsnk0 - ϕA + ϕB） = 0 （3. 104）

使用式 （3. 91）、 式 （3. 97） ～ （3. 103） 和表 3. 7， 可以画出通过 FFT 实现的
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DCT -Ⅲ流程， 如图 3. 27 所示。 这里 A = B = 1 / 2， k0 = 1 / 4， n0 = 0。 因此通过式

（3. 101） 可以得出当 n =1时， 有 n̂ = 1 × N - n - 2 × n0 = 7。 这里 （N × N） DCT -Ⅲ
矩阵 [CⅢ] = [P0][T]， [T] 由式 （3. 102） 定义。 注意， FFT模块的输入、 输出均

为自然顺序， 后处理矩阵 [P0] 由式 （3. 100） 定义。
Oraintara[I - 29]通过将变量 A 和 B 看作 n 的函数， 将 UDFHT推广为 GDFHT。 并

据此开发了调制重叠变换 （Modulated Lapped Transform， MLT） 的快速结构， 以及

通过 12 点 FFT高效实现改进型离散余弦变换 （Modified DCT， MDCT） 的流程。
Potipantong等人[ I - 30 ]针对 256 点 UDFHT提出了一种新颖的结构。 该结构使用

已有的 FFT IP核混合前处理、 后处理运算。 这一结构基于 Xilinx Virtex - Ⅱ Pro
FPGA， 可以用于实现一系列的离散变换， 包括 DFT / DHT / DCT / DST。 若使用

100MHz的时钟频率， 可以在 9. 25μs内实现 256 点 UDFHT。

图 3. 27　 用 FFT实现 8 点 DCT -Ⅲ的例子 （W = e - j2π / 8） （参考文献 [I - 29] © 2002 IEEE）

Wahid等人[LA4]提出了一种计算 8 点变换的混合结构， 可以在一个最高工作频

率为 118MHz 的 Altera FPGA 上实现三种变换———DCT、 DFT 和离散小波变换

（Discrete Wavelet Transform， DWT）。 变换矩阵首先被分解为多个子矩阵， 子矩阵

共有的结构将被识别并共用。
素数长度的 DFT 可以通过下列方式计算： 首先将其转化为卷积， 然后使用

FFT计算该卷积。 Bluestein FFT算法[A2，IP3]和 Rader素数算法[A34]为两种将 DFT变

换为卷积的方法。

3. 14　 Bluestein FFT 算法

Bluestein FFT算法[A2，IP3]也称为 chirp z 变换算法， 可以 O（N log2N） 的复杂度
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计算素数长度的 DFT。 具体算法如下：

将 DFT先乘后除以 W（k
2 + n2） / 2

N ， 有：

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N 　 k = 0， 1， …， N - 1 （2. 1a）

得

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N W -（k2+n2） / 2
N W（k

2+n2） / 2
N

= Wk2 / 2
N ∑

N-1

n = 0
W -（k-n）2 / 2

N （x（n）Wn2 / 2
N ）　 　 （即 2kn = k2 + n2 - （k - n）2）

= Wk2 / 2
N ∑

N-1

n = 0
w（k - n） x̂（n）

= Wk2 / 2
N {w（n）*x̂（n）}　 　 k = 0，1， …， N - 1 （3. 105）

式中， x̂（n） = x（n）Wn2 / 2
N ， n = 0， 1， …， N - 1； w（n） = W - n2 / 2

N ， n = - N + 1， - N
+ 2， …， -1， 0， 1， …， N - 1 （见图 3. 28）。

图 3. 28　 用 Bluestein算法计算 DFT
（中间的模块使用了一个 FFT和一个 IFFT）

因为 W - （n +N）2 / 2
N = W - n2 / 2

N ， 对于

偶数 N 为偶数， 式 （3. 105） 中的卷

积可以看作是复数序列的 N 点循环卷

积 （见图 3. 29b）。 两个周期序列在时

域或空域的循环卷积相当于两者在

DFT 域的乘积 （见式 （2. 24））。 类

似地， 若能将 w（n） 的 DFT提前计算好， 则式 （3. 105） 中的卷积可以使用一对 FFT
来实现。

图 3. 29　 以偶数 N 为周期的周期序列 （N = 6）

然而对于奇数 N， 有 W - （n + N）2 / 2
N = - W - n2 / 2

N 。 因此， 式 （3. 105） 中的卷积对

应于一个 2N 长度的循环卷积， 此时需在 {x（n）} 末尾补 N 个零。 因此偶数位置

的 N 个输出样本是输入序列的 DFT， 因为对 {x（n）} 末尾补零相当于在频域进行
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插值 （见本书 2. 7 节）。
对于偶数 N， 式 （3. 105） 中的循环卷积可以通过下面 N = 4 和 N = 6 的例子进

行说明。

XF（0） / Wk2
2N

XF（1） / Wk2
2N

XF（2） / Wk2
2N

XF（3） / Wk2
2N

 

 

 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
  

=

XF（0）
XF（1） / a
- XF（2）
XF（3） / a

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

= [w] x̂ =

1 a - 1 a
a 1 a - 1
- 1 a 1 a
a - 1 a 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

x̂（0）
x̂（1）
x̂（2）
x̂（3）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（3. 106a）
XF（0）
XF（1） / b
jXF（2） / b
- jXF（3）
jXF（4） / b
XF（5） / b

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

1 b - jb j - jb b
b 1 b - jb j - jb
- jb b 1 b - jb j
j - jb b 1 b - jb
- jb j - jb b 1 b
b - jb j - jb b 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

x̂（0）
x̂（1）
x̂（2）
x̂（3）
x̂（4）
x̂（5）

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（3. 106b）

式中， a 和 b 分别对应于 N = 4 和 N = 6 时的 exp（jπ / N）。
类似地， 令

YF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）W -kn

N 　 　 k = 0， 1， …， N - 1 （3. 107）

YF（k） = Wk2 / 2
N ∑

N-1

n = 0
W -（k+n）2 / 2

N （x（n）Wn2 / 2
N ）

= Wk2 / 2
N ∑

N-1

n = 0
w（k + n） x̂（n）　 　 k = 0， 1， …， N - 1　 （N 为偶数）

（3. 108）
则向量 [YF（k）] 为 [XF（k）]*= [XF（0）， XF（N - 1）， XF（N - 2）， …， XF（2），
XF（1）] T。 其中， XF（k） 由式 （2. 1a） 和式 （3. 105） 定义。 通过引入因子 1 / N，
式 （3. 107） 对应于式 （2. 1b） 的 IDFT。

3. 15　 Rader 质数算法[A34]

整数模 N 运算表示为

（（n）） = n modulo N （3. 109）
如果 N 为整数， 则有一个数 g 使得整数 n = 1， 2， …， N - 1 与整数 m = 1， 2， …，
N - 1 满足一一映射， 定义为
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m = （（gn）） （3. 110）
例如， 令 N = 7、 g = 3， 则 n 到 m 的映射为

n 1 2 3 4 5 6

m 3 2 6 4 5 1

g 叫做 N 的原根。 XF（0） 可以用下式直接计算

XF（0） = ∑
N-1

n = 0
x（n） （3. 111）

x（0） 无需进行相乘， 最后加入求和过程即可。

XF（0） - x（0） = ∑
N-1

n = 1
x（n）exp - j 2πnkN（ ）　 　 k = 1， 2， …， N - 1 （3. 112）

交换求和项的顺序， 则公式的顺序通过变换改变了。
n→（（gn））　 　 k→（（gk）） （3. 113）

注意 （（gN -1）） = （（g0））且（（gN）） = （（g1））。

XF（（gk）） - x（0） = ∑
N-2

n = 0
x（（gn））exp - j 2πN （（g

n+k））（ ）　 　 k = 1， 2， 3， …， N - 1

（3. 114）
式 （3. 114） 是序列 {x（（gn））}与{exp[ - j（2π / N）（（gn + k））]} 的循环相关。 由
于 N 为素数， 因此 N - 1 为合数。 循环相关函数可以利用 DFT计算：

XF（（gk）） - x（0） = IDFT DFT [x（（g - n））] 。DFT exp - j2πN （（gn）） 

 
 

 

 
 [ ]{ }
（3. 115）

k， n = 1， 2， …， N - 1
式中， “。 ” 表示两个序列对应位置的元素相乘。 DFT和 IDFT分别通过 FFT和 IF-
FT实现。 MATLAB程序代码如下：

N = 7；
a = [0 1 2 3 4 5 6]； % Input to be permuted
p_a = [a（2） a（6） a（5） a（7） a（3） a（4）]； % 1 5 4 6 2 3 = （（g^（ - n）））
n = [3 2 6 4 5 1]；
b = exp（ - j*2*pi*n / N）
c = ifft（ fft（p_a）. *fft（b）） + a（1）； % Convolution
out = [sum（a） c（6） c（2） c（1） c（4） c（5） c（3）] % Output comes after a permutation
fft（a） % This should be equal to the output

3. 16　 小结

在讨论 DFT的定义和性质 （见本书第 2 章） 之后， 本章全面介绍了各类快速
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算法： 基 - 2， 基 - 3， 基 - 4， 混合基， 分裂基， DIT - FFT 和 DIF - FFT 等。 对于

基 - 8 FFT的应用， 读者可以参阅参考文献 [O18， O5] 及图 8. 21）。 本章还讨论

了其他快速算法， 如 WFTA、 素因子 FFT、 UDFHT等。
这些算法总的目的是减少计算复杂度， 降低截断 /四舍五入误差， 以及减少对

内存的需求。 显然这些算法对于 IDFT也适用。 各类基 （基 - 2， 基 - 3， 基 - 4 等）
对于特定的平台和结构各有优势， 如基 - 16 FFT[V2] 。 因此设计者可以在这些算法

中进行选择， 以适应特定应用的需求， 如使用 DSP、 微处理器或者 VLSI芯片等。
后续的章节将 FFT扩展到整数 FFT。 尽管整数 FFT （见本书第 4 章） 是一项新

技术， 但它已经获得了相当瞩目的应用。

3. 17　 习题

3. 1　 通过反比特顺序 （BRO） 重排 DFT矩阵行， 可以生成一种稀疏矩阵进而

得到一种快速和有效的算法， 习题 3. 3 中给出了 N = 8 （稀疏矩阵因子和流程图）
时的情况。

（a） 扩展到 IDFT （N = 8）。
（b） 扩展到 DFT （N = 16）。
（c） 扩展到 IDFT （N = 16）。
画出流程图， 计算出上述操作所需的乘法和加法的次数， 以及从流程图获得的

稀疏矩阵因子。
3. 2　 通过行 /列一维 DFT技术可以实现二维 DFT （见本书第 5 章）， 使用习题

3. 1 的 FFT方法， 估计下列情况所需的乘法和加法的次数

（a） （8 × 8） 2D - DFT。
（b） （8 × 8） 2D - IDFT。
（c） （16 × 16） 2D - DFT。
（d） （16 × 16） 2D - IDFT。
3. 3　 如图 3. 4 所示， 稀疏矩阵因子 （SMF） 和 DFT 矩阵在 3. 2 节给出， 其行

以 BRO重排， N = 8。 即 [DFT] 行以 BRO = [A1][A2][A3] 顺序重排。
注意此矩阵不是对称的。 证明这种关系是正确的， 即实现此矩阵的乘法操作

[A1][A2][A3]， 当 N = 8 时 IDFT的 SMF有哪些？ 特别是行 BRO 后 DFT 的逆包含

的 SMF， 一个矩阵的酉性质是对其行和列重排的不变性。
3. 4　 当 N = 16 时重做习题 3. 3， 参考式 （3. 7） 中的 SMF。
3. 5　 画出 N = 8 和 N = 16 时的 DFT流图， 并画出习题 3. 3 和习题 3. 4 中 N = 8

和 N = 16 时的 IDFT流图。
3. 6　 依据 N = 8、 N = 16 时的 SMF 写出 N = 32 时 DFT 矩阵 （行 BRO） 的

SMF。 对于 IDFT相应的 SMF是什么？
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3. 7　 当 N = 27 时， 开发一种基 - 3 DIF - FFT算法， 画出流图并写下 SMF， 计

算出实现此算法所需的乘法和加法次数。
3. 8　 对于基 - 3 DIT - FFT重做习题 3. 7。
3. 9　 当 N = 9 时重做习题 3. 7。
3. 10　 当 N = 16 时， 对于基 - 4 情况重做习题 3. 7 和习题 3. 8。
3. 11　 当 N = 64 时， 开发一种基 - 4 DIT - FFT算法， 并画出流图。
3. 12　 利用式 （3. 33）， 当 N = 64 时， 开发一种基 - 4 DIF - FFT 算法， 并画

出流图。

3. 13 　 令 XF（k） =∑
N-1

n =0
x（n）Wnk

N ， k = 0， 1， …， N -1和x（n） = 1N∑
N-1

k =0
XF（k）W-nk

N ，

n = 0， 1， …， N - 1为 DFT和 IDFT变换对 x（n）⇔XF（k）。 这里WN = exp（ - j2π / N），
j = -1。 x（n） 是原始序列， XF（k） 是变换序列， 当 N =16时推出下列快速算法：

（a） 基 -2 DIT - FFT。
（b） 基 -2 DIF - FFT。
（c） 基 -2 DIT / DIF - FFT。
（d） 基 -2 DIF / DIT - FFT。
（e） 基 -4 DIT - FFT。
（f） 基 -4 DIF - FFT。
（g） 分裂基 DIT - FFT （见参考文献 [SR1]）。
（h） 分裂基 DIF - FFT （见参考文献 [SR1]）。
（i） 画出从 （a） 到 （h） 的所有算法的流图。
（j） 比较所有算法的复杂度 （加法的个数和乘法的个数）。
（k） 写出 （i） 部分的稀疏矩阵因子。
（l） 检查所有算法的内在性质。
（m） 对 DFT和 IDFT这所有算法都有成立吗？ 对于 IDFT需要做哪些修改？
（n） DIT和 DIF因何得名？

（习题 3. 14、 3. 15需参阅参考文献 [SR1]）
3. 14　 式 （3. 40） 描述了 DIF - FFT的分裂基算法， 这是一个基 - 2 和基 - 4 结

合使用的算法。
（a） 利用 DFT的定义推导式 （3. 40）。
（b） 画出 N =16时的流图。
（c） 计算稀疏矩阵因子。
（d） 推导反变换并重复 （b）、 （c）。
（e） 比较基 -2和基 -4算法的乘法和加法。
（f） 当 N =16时推出相应的 DIT - FFT分裂基算法。
3. 15　 利用参考文献 [SR1] 中的式 （10） 给出的 DCT（k， N， x） 定义推导出
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参考文献 [SR1] 的式 （22）， 写出详细步骤。
3. 16　 （a） 推导当 N =8时的分裂基 FFT， 图 4. 4给出了该流图的提升方案。
（b） 图 4. 4所示流图中获得稀疏矩阵因子。
（c） 推出 N =8时的反变换并画出流图。
3. 17　 分别用 FFT （见图 3. 27） 和 DCT - III 实现 8 点 DCT - III （使用 MAT-

LAB）。 并验证两者的结果对一个 8点输入序列是相同的。
3. 18　 证明式 （3. 82）， 并利用其证明式 （3. 79）。
3. 19　 当 N =3和 N =5时， 给出与式 （3. 106） 类似的公式。

（习题 3. 20 ～3. 21是关于本章 3. 11节的）
3. 20　 求出下列条件下威诺格拉德傅里叶变换算法 （WFTA） 输入输出序列的置

换矩阵。
（a） N =2 ×3　 （b） N =3 ×4　 （c） N =3 ×7　 （d） N =4 ×5　 （e） N =5 ×7
3. 21　 用与 （1， 1） 生成器的同构算法重做习题 3. 20。

（习题 3. 22 是关于本章 3. 13 节 UDFHT的）
3. 22　 类似式 （3. 97） ～ （3. 100） 中 DCT - III 的证明过程， UDFHT 可用于

实现下列算法。
（a） DCT -Ⅱ　 （b） DCT -Ⅳ　 （c） DST -Ⅱ　 （d） DST -Ⅲ　 （e） DST -Ⅳ

（习题 3. 23 ～ 3. 24 是关于本章 3. 15 节的）
3. 23　 根据以下条件产生 Rader素数算法[A34]的映射关系。
（a） N = 5， g = 2　 　 （b） N = 11， g = 2　 　 （c） N = 13， g = 2
3. 24　 用 MATLAB实现习题 3. 23 条件下的 Rader素数算法。
3. 25　 在参考文献 [T8] 中， Agaian 和 Caglayan 开发了一种基于 FFT 的快速

递归正交图算法， 对以下的情况给出类似的算法和流程图：
（a） N = 16 时基于 FFT的沃什哈达玛变换 （Walsh - Hadamard Transform） （见

参考文献 [T8] 中图 1）。
（b） N = 8 时基于 FFT的哈尔变换 （Haar Transform）。
（c） N = 8 时基于 FFT的沃什哈达玛和哈尔相结合的变换 （见参考文献 [T8]

中图 2）。
（d） N = 8 时最低复杂度的 FFT算法 （见参考文献 [T8] 中图 3）。

3. 18　 课程实践

3. 1　 修正本书附录 H. 1 的代码实现 N = 3 × 4 的 WFTA。
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第 4 章　 整数快速傅里叶变换

4. 1　 介绍

由于浮点运算非常耗资源， 因此在实际应用中， 浮点数经常被量化为固定点

（比特） 数 （整数）。 在实现 FFT 的每个中间环节， 比特数都为固定值， 记为 Nn。
每次操作之后， 结果中最高有效位 （Most Significant Bit， MSB） 只保留 Nn 比特，
其余比特均被截去。 由于 DFT 系数经过了量化， 因此传统的定点算法影响着 DFT
的可逆性。

整数快速傅里叶变换 （ IntegerFFT， IntFFT） 是 DFT 的整数近似[I - 6] ， 它可以

通过仅包含移位和相加的运算实现， 而不使用乘法。 与定点 FFT （Fixed - Point
FFT， FxpFFT） 不同， IntFFT具有功率自适应性和可逆性。 当变换系数被量化为固

定位数的比特时， IntFFT与 FxpFFT具有相同的精度。 由于仅包含整数运算， 因此

IntFFT的复杂度要比 FxpFFT低得多。
由于 DFT具有正交性， 因此 DFT 是可逆的， 且其逆为其复共轭的转置。 在

DFT的硬件实现中， 通常采用的是定点运算 （相当于进行了量化。 ———译者注）。
直接对变换系数进行量化会影响其可逆性。 IntFFT可以在变换系数被量化为有限长

度的二进制数的同时， 确保 DFT的可逆性和完美重建特性。
在长度为 N = 2n （n 为整数） 的 DFT快速算法结构 （如分裂基、 基 - 2、 基 -

4 等） 中， 提升分解算法可以代替其中的 2 × 2 正交矩阵。 尽管提升系数经过了量

化， 但 IntFFT依然是可逆的， 而且也是功率自适应的。 也就是说， 对不同的提升

系数可以用不同的量化步长。

4. 2　 提升技术

提升技术用于构建小波及完美重建 （ Perfect Reconstruction， PR） 滤波器

库[I - 1，I - 4，I - 6] 。 双正交滤波器具有整数系数， 可以方便地实现由整数到整数的

变换。
图 4. 1给出了提升技术的双通道系统。 第一个分支执行 A0 操作， 称为对偶提升

（dual lifting）； 第二个分支执行 A1 操作， 称为提升 （lifting）。 可以看出， 该系统对

于任意的 A0 和 A1 均可实现理想重建。 需要注意的是， A0 和 A1 可以是非线性运算，
如舍入操作或向下取整运算等。 向下取整表示取小于等于当前数中最大的整数。



图 4. 1　 提升技术能够确保任意 A0 和 A1 情况下的理想重建 （理想重建表示最终

输出等于输入； 这里 A0 和 A1 为舍入操作） （参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

4. 3　 算法

IntFFT算法近似实现了旋转因子的相乘[I - 6，I - 7] 。 令 x = xr + jxi 为一个复数，

则 x 与旋转因子 W - k
N = exp j2πkN

 

 
 

 

 
 = ejθ = cosθ + jsinθ 相乘的结果也是一个复数， 即

y =W - k
N x， 有：

y = （1，j）
cosθ - sinθ
sinθ cosθ

 

 
 
 

 

 
 
 

xr
xi

 

 
 
 

 

 
 
 = （1，j）[Rθ]

xr
xi

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 1）

其中

[Rθ] =
cosθ - sinθ
sinθ cosθ

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 2）

通过使用 2 的幂次和 （Sum - Of - Powers - Of - Two， SOPOT） 表示 [Rθ] 来

构建一个无乘法的 （或整数） 变换。 其主要困难在于， 一旦 [Rθ] 的元素被舍入

到 SOPOT 数， 其逆的元素不能用 SOPOT 来表示 （本章前半部分介绍的 IntFFT解

决了这一难题）。 也就是说， 若式 （4. 1） 中的 cosθ 和 sinθ 被量化为 SOPOT系数 α
和 β， 则 [Rθ] 和其逆可表示为

[R θ] =
α - β
β α

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 3）

[R θ] -1 =
1

α2 + β2
α β
- β α

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 4）

由于 α 和 β 是 SOPOT系数， 因此在一般情况下， α2 + β2不能被表示为 SOPOT系
数。 整数变换 （或无乘法的变换） 的基本思想就是将 [Rθ] 分解为 3 个提升步骤。

如果 det（[A]） = 1 且 c≠0[I - 4] ， 则有：

[A] =
a b
c d

 

 
 
 

 

 
 
 =
1 （a - 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
c 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （d - 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 5）

由式 （4. 5） 知 [Rθ] 可被分解为

[Rθ] =
1 cosθ - 1

sinθ
0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0
sinθ 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 cosθ - 1
sinθ

0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
= [R1][R2][R3]
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=
1 - tan θ

2
 

 
 

 

 
 

0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0
sinθ 1[ ]

1 - tan θ
2

 

 
 

 

 
 

0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

（4. 6）

[Rθ] -1 = [R3] -1[R2] -1[R1] -1

=
1 - cosθ - 1sinθ
0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0
- sinθ 1[ ]

1 - cosθ - 1sinθ
0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

（4. 7）

式 （4. 6） 各个因子中的系数可以被量化为 SOPOT系数， 即

[Rθ]≈[Sθ] =
1 αθ

0 1
 

 
 
 

 

 
 
 

1 0
βθ 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 αθ

0 1
 

 
 
 

 

 
 
 （4. 8）

式中， αθ 和 βθ 分别为 （cosθ - 1） / sinθ 和 sinθ 的 SOPOT近似， 其形式为

αθ = ∑
t

k = 1
ak2bk （4. 9）

式中， ak∈{ -1， 1}； bk∈{ - r， …， - 1， 0， 1， …， r}； r 为系数的范围； t 为
每一系数中求和项的个数。 变量 t 的取值通常是有限的， 这样可以使旋转因子的相

乘仅用有限次加法和移位操作实现。 当 t 增大时， 整数 FFT会不断逼近 DFT。
与传统的蝶形 （Butterfly， BF） 结构相比， 提升结构具有两大优势。 首先， 实数

相乘运算从 4 次减少到了 3 次 （尽管相加运算从 2 次增加到 3 次） （见图 4. 2 和图

4. 3）。 其次， 这一结构允许对提升系数进行量化而不影响其完美重建性。 具体来说，
不同于直接量化式 （4. 2） 中 [Rθ] 的各个元素， 而是量化提升系数 s 和 （s - 1） / c。
相应地， 逆运算同样包含 3个提升步骤， 并使用同样的提升系数， 仅是符号取反。

图 4. 2　 实现上述复数相乘和其逆运算的蝶形运算结构图

（ s = sinθ， c = cosθ） （参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

【例 4. 1】 　 考虑旋转因子 W18， θ = - π / 4， （ cosθ - 1） / sinθ = 2 - 1， sinθ =
- 1 / 2。 如果将这些数分别量化至小数点后一位， 则 αθ = 0. 4、 βθ = 0. 7。

[Sθ] =
1 0. 4
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
- 0. 7 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0. 4
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 =

0. 72 0. 688
- 0. 7 0. 72

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 10a）
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图 4. 3　 实现上述复数相乘和其逆运算的提升运算结构图

（ s = sinθ， c = cosθ） （参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

[Sθ] -1 =
1 - 0. 4
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
0. 7 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 - 0. 4
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 =
0. 72 - 0. 688
0. 7 0. 72

 

 
 
 

 

 
 
 （4. 10b）

式 （4. 8） 和式 （4. 10） 定义的提升技术对于取任意 （实数或复数） αθ 和 βθ 均适

用。 此时 [Sθ] 不再正交 （[Sθ] -1≠[Sθ] T）， 但开发其反变换与正交变换一样容

易， 因为 [Sθ] 和 [Sθ] -1对角线上元素都为 1， 而且其他元素仅符号不同 （见图

4. 2 和图 4. 3）。 因此， 两种方案均能保证有理想逆变换或理想重建， 因为 [Sθ] -1

[Sθ] = [ I] （双正交） 且 [Rθ] T[Rθ] = [ I] （正交， 见 4. 2 节）。
简言之， 在实现复数乘法的过程中， 矩阵形式的旋转因子具有蝶形结构。 如果

我们对系数进行舍入， 则其逆运算将会变得十分复杂。 但如果我们能将旋转因子分

解为提升结构， 则即使对系数进行舍入， 旋转因子都存在理想的逆运算。 一旦提升

结构中的系数经过了舍入操作， 则旋转因子可以通过蝶形结构或提升结构进行理想

求逆运算， 而用提升结构能够减少一次乘法运算。
参考文献 [I - 6] 给出了一个基于分裂基结构的 8 点整数 FFT算法。 图 4. 4 给

出了整数 FFT的格型结构图， 其中的旋转因子 W18 和 W38 可以通过因式分解实现。
参考文献 [ I - 7] 给出了基于基 - 2 按频率抽取 （Decimation - In - Frequency，
DIF） 整数 FFT。 我们以牺牲部分精度为代价来设计高效的整数 FFT算法。

当一个角位于Ⅰ、 Ⅳ象限时， 可使用式 （4. 6）。 当 θ∈（ - π， - π / 2）∪（π /
2， π） 时， 在Ⅱ、 Ⅲ象限有 cosθ < 0， 所以 | （cosθ - 1） / sinθ | > 1。 此时应当控制提

升系数的绝对值， 使其小于等于 1， 可通过用 - [Rθ + π] 替换 [Rθ] 实现， 过程

如下：

[Rθ] = - [Rθ + π] = -
- cosθ sinθ
- sinθ - cosθ

 

 
 
 

 

 
 
 

= -
1 （c + 1） / s
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
- s 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （c + 1） / s
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 

（4. 11）
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图 4. 4　 使用分裂基结构的 8 点整数 FFT的格型结构图[I - 9] （旋转因子经量化或舍入

取整以便于表示为 16 比特 （Nc 比特）。 每一次乘法的结果都被均匀量化为 Nn 比特。

内部节点所需的比特数 Nn 仅由大小为 N 的 FFT和表示输入信号所需的比

特数 Ni 确定） （参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

当一个角位于Ⅰ、 Ⅱ象限时， 存在另一种提升因式分解法， 过程如下：

[Rθ] =
cosθ - sinθ
sinθ cosθ

 

 
 
 

 

 
 
 =
0 1
1 0

 

 
 
 

 

 
 
 
sinθ - cosθ
cosθ sinθ

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
0 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

=
0 1
1 0

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （ s - 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
c 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （ s - 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
0 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

（4. 12）

类似地， 当 θ∈（ - π， 0） 时， 在Ⅲ、 Ⅳ象限有 sinθ < 0， 则 | （ sinθ - 1） / cosθ |值大

于 1。 此时， 需要用 - [Rθ + π] 替换 [Rθ]， 过程如下 （见表 4. 1）：

[Rθ] = -
- cosθ sinθ
- sinθ - cosθ

 

 
 
 

 

 
 
 = -

0 1
1 0

 

 
 
 

 

 
 
 
- sinθ cosθ
- cosθ - sinθ

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
0 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

= -
0 1
1 0

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （ s + 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
- c 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 （ s + 1） / c
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
0 - 1

 

 
 
 

 

 
 
 

（4. 13）

表 4. 1　 对每一个 θ值， 四种可能的提升分解中只有两种的提升系数均落在 -1 ～ 1 的范围内

（参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

象　 限 θ　 范　 围 提升因式分解

Ⅰ （0， π / 2） 式 （4. 6） 和式 （4. 13）

Ⅱ （π / 2， π） 式 （4. 11） 和式 （4. 13）

Ⅲ （ - π， - π / 2） 式 （4. 11） 和式 （4. 15）

Ⅳ （ - π / 2， 0） 式 （4. 6） 和式 （4. 15）
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例如， 给定旋转因子 W38 = e - j6π / 8， 则 θ = - 3π / 4。 此时， 有两个选择， 式

（4. 11） 或式 （4. 13）。 如果选择式 （4. 11）， 则有：

[Rθ] = - [Rθ + π] = -
1 / 2 - 1 / 2

1 / 2 1 / 2

 

 

 
 

 

 

 
 

= - 1 1 - 2
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 0

1 / 2 1
 

 
 
 

 

 
 
 
1 1 - 2
0 1

 

 
 
 

 

 
 
 

（4. 14）

将式 （4. 14） 代入式 （4. 1）， 可得一个复数与旋转因子 W38 相乘的提升结构。 图

4. 4 给出了采用分裂基结构的 8 点 IntFFT的提升 /格型结构， 其中两个旋转因子 W18
和 W38（ = - W78） 由提升结构实现。 整数 IFFT 与通常的一样， 是整数 FFT 的共轭，
其框图如图 4. 4 所示。

4. 3. 1　 定点运算的实现

影响 DSP造价的一个主要因素是中间节点的分辨率 （即每一步骤寄存器的位

数）。 在实际应用中， 采样信号和变换系数的精度不可能是无限高的。 由于浮点运

算代价很高， 这些数通常被量化为固定的比特数。 二进制补码运算可作为一个用于

数字定点表示的系统， 在该系统中， 负数使用其绝对值的二进制补码来表示。 该系

统用于在硬件、 DSP和计算机上表示有符号整数 （见表 4. 2）。

表 4. 2　 4 比特二进制补码整数 （4 个比特可以表示为 - 8 ～ 7 范围之间的数）

二进制补码 十进制

0 111 7

0 110 6

0 001 1

0 000 0

1 111 - 1

1 001 - 7

1 000 - 8

　 　 注： 数字的表示 （第 1 列） 是以最高有效位的形式呈现的。

每一次加法可能增加 1 个比特； 而对于两个 n 比特数相乘的情形来说， 每一次

乘法可能增加 2n 个比特。 为了存储每一次算术运算后的结果并防止溢出， 后续步

骤节点比先前步骤节点需要更多的比特。 结果导致随着步骤的增加， 存储结果所需

的比特数会不断累加增长。 一般来说， 每一个中间节点的比特数会被设置为某个特

定的值。 对于每一个中间节点， 在一次运算之后， 结果中最高有效位 （MSB） 只

保留特定的位数， 末段将会被截去。 然而， 传统的定点运算事实上是对 DFT 系数

进行了量化， 从而影响了变换的可逆性。 而提升方案是一种能够保持变换可逆性的
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量化 DFT系数的方法[I - 6] 。
表 4. 3 所示对比了 IntFFT和 FxpFFT在降低噪声方面的性能。 在低功率 （即系

数被量化到低分辨率） 情况下， IntFFT 明显比 FxpFFT 的结果要好； 而在高功率

时， 两者结果相似。

表 4. 3　 分裂基 FFT 及其整数形式 （FxpFFT和 IntFFT） 的计算复杂度 （所需实数乘法和实

数加法的次数， 每一级系数量化到 Nc = 10 比特） （参考文献 [I - 6] © 2002 IEEE）

N
分裂基 FFT FxpFFT IntFFT

乘法次数 加法次数 加法次数 移位次数 加法次数 移位次数

16 20 148 262 144 202 84

32 68 388 746 448 559 261

64 196 964 1910 1184 1420 694

128 516 2308 4674 2968 3448 1742

256 1284 5380 10990 7064 8086 4160

512 3076 12292 25346 16472 18594 9720

1024 7172 27652 57398 37600 41997 22199

在二维或更多维的情况下， 行列法、 矢量基 FFT 和多项式变换 FFT 算法是计

算多维离散傅里叶变换 （Multidimensional DFT， M - D DFT） 时常用的快速算法。
参考文献 [I - 34] 介绍了采用基 - 2（N × N） 二维 IntFFT 算法在多项式变换 FFT
中的应用。 该方法可以扩展到分裂矢量基算法和行列式算法中。

基 - 22 算法有以下特征： 其复数乘法的计算复杂度与基 - 4 FFT算法相同， 但

是仍然保留了与基 - 2 FFT算法相同的蝶形结构 （见表 4. 4）。 由于每两个 BF步骤

之后会出现非平凡乘法， 因此相乘运算采用更有规律的处理方式。 如果使用流水线

作业， 则这种空间上的规律性会为硬件实现提供极大的好处。

表 4. 4　 非平凡复数乘法的次数， 一次复数乘法意味着三次实数乘法

（参考文献 [I - 33] © 2006 IEEE）

N 基 - 2 基 - 22 分裂基

16 10 8 8

64 98 76 72

256 642 492 456

1024 3586 2732 2504

在广泛使用的 OFDM系统中[O2] ， IDFT 和 DFT 的变换对用于子载波上数据星

座图的调制和解调。 在发送端， IDFT 的输入是一系列数字已调制信号。 假设使用

64 - QAM技术， 则输入的电平为 ± 1、 ± 3、 ± 5 和 ± 7， 可以使用一个 6 比特的向

量表示。 IDFT的输出由实信道上待传输的时域样本点组成。 相应地， 接收端将执
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行 DFT。
输入序列对于实部和虚部均使用 12 比特。 内部字长及提升系数和旋转因子的

字长都设为 12 比特。
基于 IntFFT， Chang和 Nguyen提出并证明了一种 VLSI 可实现的基 - 22 FFT 结

构[I - 33] 。 其最重要的特点是在提供与传统 FxpFFT相当精度的同时， 能够保证可逆

性。 由于提升技术能够比普通复数相乘少用 1 次乘法， 因此 IntFFT 所需的实数乘

法也减少了。 系统仿真结果证实， 与 FxpFFT 相比， 基于 IntFFT 的结构也适用于

OFDM系统[O2] ， 而且在有噪声信道的情况下， 基于 IntFFT 的结构也能提供性能相

当的误比特率 （Bit Error Rate， BER）。

4. 4　 整数离散傅里叶变换

整数傅里叶变换用定点数相乘的形式来逼近 DFT[I - 5] 。 而定点数相乘可以借

助加法和二进制移位实现。 例如：
7 × a = a << 2 + a << 1 + a

式中， a 为整数； “ << ” 为二进制左移运算符。
本节介绍两类整数变换， 相应的正向和反向变换矩阵可以相同， 也可以不同。

这两类算法分别称为近完全整数 DFT和完全整数 DFT。

4. 4. 1　 近完全整数 DFT

令 [F] 为 DFT矩阵， [Fi] 为整数 DFT， 则对于整数 DFT， 若要其满足正交

性和可逆性， 则需满足

[Fi]*[Fi] T = [Fi][Fi]H = diag（ r0，r1…，r7） = [C] （4. 15）
式中， [Fi]H 表示 [Fi]*的转置； rι = 2m （m 为整数）。 因此可得

[C] -1[Fi][Fi]H = [ I] （4. 16）
为了逼近 DFT， 整数 DFT[Fi] 保留了 [F] 所有元素的符号， 形式如下：

[Fi] =

1 1 1 1 1 1 1 1
a1 a2 - ja2 - ja1 - a2 - ja2 - a1 - a2 + ja2 ja1 a2 + ja2
1 - j - 1 j 1 - j - 1 j
b1 - b2 - jb2 jb1 b2 - jb2 - b1 b2 + jb2 - jb1 - b2 + jb2
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
b1 - b2 + jb2 - jb1 b2 + jb2 - b1 b2 - jb2 jb1 - b2 - jb2
1 j - 1 - j 1 j - 1 - j
a1 a2 + ja2 ja1 - a2 + ja2 - a1 - a2 - ja2 - ja1 a2 - ja2

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（4. 17）
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为满足式 （4. 15）， [Fi] 中以下两组行复内积应为 0， 即

< Row 2， Row 6 > = 0　 < Row 4， Row 8 > = 0　 （4. 18）
式中， Row 2 表示第 2 行。 此处复内积定义为

< z， w > = wH z

式中， z 和 w 为复向量； wH 为 w*的转置。 由式 （4. 18） 可得

a1b1 = 2a2b2⇒ a1≥a2 　 b1≥b2 （4. 19）
由式 （4. 15） 可得

r0 = r2 = r4 = r6 = N

r1 = r7 = （N / 2）a21 + Na22
r3 = r5 = （N / 2）b21 + Nb22

表 4. 5 列出了 8 点整数 DFT一些可能的参数值。

表 4. 5　 8 点整数 DFT 的一些参数值 （参考文献 [I - 5] © 2000 IEEE）

a1 2 3 4 5 8 10 17 99 500

a2 1 2 3 3 5 7 12 70 353

b1 1 4 3 6 5 7 24 140 706

b2 1 3 2 5 4 5 17 99 500

[Fi] 仅有行向量正交。
⇓
因此， [Fi][Fi]H 为对角矩阵； 或 [Fi][Fi]H 为非对角矩阵。
⇓

[F i][F
 
i]H 为对角矩阵； 或 [F i]H[F

 
i] 为对角矩阵

其中， [F i] 是 [Fi] 第一列进行归一化的结果， 见式 （4. 34）。
⇓

[F i] = （[C]1 / 2） -1[Fi] （4. 20）

式中， [C] 的定义见式 （4. 15）。 则有 [F i] -1 = [F
 
i]H， 即 [F i] 为酉矩阵。

4. 4. 2　 完全整数 DFT

令 [F] 为 DFT矩阵， 并令式 （4. 17） 的转置 [Fi] T 与 [ IF]*分别为正向和

反向整数 DFT。
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[ IF] =

1 1 1 1 1 1 1 1
a3 a4 - ja4 - ja3 - a4 - ja4 - a3 - a4 + ja4 ja3 a4 + ja4
1 - j - 1 j 1 - j - 1 j
b3 - b4 - jb4 jb3 b4 - jb4 - b3 b4 + jb4 - jb3 - b4 + jb4
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
b3 - b4 + jb4 - jb3 b4 + jb4 - b3 b4 - jb4 jb3 - b4 - jb4
1 j - 1 - j 1 j - 1 - j
a3 a4 + ja4 ja3 - a4 + ja4 - a3 - a4 - ja4 - ja3 a4 - ja4

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（4. 21）
则对于整数 DFT， 若要其满足正交性和可逆性， 则需满足

[ IF]*[Fi] T = diag（ r0， r1， …， r7） = [D] 为对角矩阵 （4. 22）
式中， rι = 2m（m 为整数）。 因为 [D] 是对角矩阵， 则有

[D] -1[ IF]*[Fi] T = [ I] （4. 23）
从式 （4. 22） 的限制可知， 下面这些复数内积均为 0：
< [Fi]的第 2 行， [ IF]的第 6 行 > = < [Fi]的第 8 行， [ IF]的第 4 行 > = 0
< [Fi]的第 4 行， [ IF]的第 8 行 > = < [Fi]的第 6 行， [ IF]的第 2 行 > = 0

a1b3 = 2a2b4 　 　 　 a3b1 = 2a4b2 （4. 24）
又由式 （4. 22） 的约束可知， [Fi] 和 [ IF] 对应行的内积应为 2 的整数次幂， 因

此有：
a1a3 + 2a2a4 = 2k 　 b1b3 + 2b2b4 = 2h （4. 25）
a1≥a2 　 b1≥b2 　 a3≥a4 　 b3≥b4 （4. 26）

由式 （4. 24）， 此处设

b3 = 2a2 　 b4 = a1 　 a3 = 2b2 　 a4 = b1 （4. 27）
则式 （4. 25） 变为

2（a1b2 + a2b1） = 2k 　 　 2（b1a2 + c2a1） = 2h （4. 28）
（1） 选择整数 a1 和 a2， 使其满足

2a2≥a1≥a2
（2） 选择整数 b1 和 b2， 使其满足

2b2≥b1≥b2 　 　 a1b2 + a2b1 = 2n

式中， n 为整数。
（3） 设 a3， a4， b3， b4 为

b3 = 2h +1a2 　 b4 = 2ha1 　 a3 = 2h +1b2 　 a4 = 2hb1
式中， h 为整数。

将式 （4. 17） 和式 （4. 21） 代入式 （4. 22）， 有

r0 = r2 = r4 = r6 = N
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r1 = r7 = （N / 2）a1a3 + Na2a4
r3 = r5 = （N / 2）b1b3 + Nb2b4

表 4. 6 列出了 8 点整数 DFT一些可能的参数值。 8 点整数 DFT保留了常规 DFT
的某些特性。

表 4. 6　 8 点整数 DFT 的一些参数值 （参考文献 [I - 5] © 2000 IEEE）

a1 2 7 3 4 4 5 10

a2 1 5 2 3 3 4 7

b1 2 13 17 12 44 17 18

b2 1 9 10 7 31 12 13

a3 1 18 34 7 31 24 13

a4 1 13 10 6 22 17 9

b3 1 10 4 3 3 8 7

b4 1 7 3 2 2 5 5

4. 4. 3　 能量守恒

[Fi] 中， 各行是正交的， 但各列并不正交。
[Fi][ IF]H = [D] （4. 29）

式中， [D] 由式 （4. 22） 定义且是对角的， 其元素为整数。
令 X = [Fi] Tx， Y = （[D] -1[ IF]） Ty， 则能量守恒性质描述如下：

xTy* = XTY* （4. 30）
证明：

XTY* = （[Fi] Tx） T（[ IF] T[D] -1y）* = xT[Fi][ IF]H[D] -1y* = xTy*

（4. 31）

4. 4. 4　 循环移位

令

Xi（k） = intDFT[x（n）]　 Yi（k） = intDFT[x（n + h）] （4. 32）
式中， x（n + h） 的定义见式 （2. 17）。 则有：

Yi（k）≈Xi（k）W - hk
N 　 k 和 h 都为奇数 （4. 33a）

Yi（k） = Xi（k）W - hk
N 　 其他 （4. 33b）

【例 4. 2】 　 图 4. 5 给出了两个随机输入向量 x1 和 x2 的近完全整数 DFT和完全

整数 DFT。
x1 = （2，3，4，5，4，5，2，3） T

x2 = （2. 8，4. 3 - j0. 6，3. 7 + j0. 9，3. 1 - j0. 6，4. 6，3. 1 + j0. 6，3. 70 - j0. 9，4. 3 + j0. 6） T
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图 4. 5　 输入信号的常规和整数 DFT分别使用虚线和实线表示（参考文献[I - 5] © 2000 IEEE）
a） 输入信号x1 　 b） 输入信号x2 　 c） x1 的近完全整数 DFT

d） x2 的近完全整数 DFT　 e） x1 的完全整数 DFT　 f） x2 的完全整数 DFT

对于近完全整数 DFT， 选择下列系数集：
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{α1 = 2， α2 = 1， b1 = 1， b2 = 1}
对于完全整数 DFT， 选择下列系数集：
{α1 = 7， α2 = 5， b1 = 13， b2 = 9， α3 = 18， α4 = 13， b3 = 10， b4 = 7}

将[Fi]的元素 Fi（k，n）使用第一列 Fi（k，0）归一化为

F
～
i（k，n） = Fi（k，n） / Fi（k，0）　 　 k，n = 0，1，…，N - 1 （4. 34）

近完全整数 DFT和完全整数 DFT的整数 DFT向量计算如下：

XT1 = [F
～
i] T xT1 （4. 35）

[Fi] T 可以用式（4. 29）中的[ IF] [Fi]H = [D]进行归一化， 得到归一化整数 DFT

[F
～
i] T 如下：

[F
～
i] = （[D]1 / 2） -1[Fi] （4. 36）

式中， 对角矩阵[D]由式（4. 22）定义。 类似地有：

[ IF
～
] = （[D]1 / 2） -1[ IF] （4. 37）

则[F
～
i] -1 = [ IF

～
]H， 即[F

～
i]和[ IF

～
]双正交。

4. 5　 小结

本章介绍了基于提升技术的整数 FFT（IntFFT）并列举了其优点。 介绍了一个使

用分裂基结构的特定算法（8 点 IntFFT）。 下一章的重点是将一维 DFT 扩展到多维

DFT（特别是二维 DFT）。 除了定义和性质， 还将讨论二维信号例如图像的滤波， 以

及 DFT域的方差分布等相关问题。

4. 6　 习题

4. 1　 若 det[A] = 1 且 b≠0，

[A] =
α　 b
c　 d

 

 
 
 

 

 
 
 =

　 1　 　 　 0
（d - 1） / b　 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1　 b
0　 1

 

 
 
 

 

 
 
 
　 1　 　 　 0
（α - 1） / b　 1

 

 
 
 

 

 
 
 （P4. 1）

　 　 假设 c≠0， 用式（P4. 1）推导出式（4. 5）。
4. 2　 使用分裂基结构（见图 4. 4）实现 8 点整数 IFFT， 画出相应的流图。
4. 3　 令 N = 16， 重做习题 4. 2， 分别实现正向和反向整数 FFT。
4. 4　 列出 5 个表 4. 5 中未给出的整数 FFT的其他系数。 你需要什么样公式？

4. 7　 课程实践

4. 1　 仿真例 4. 2 中所述的整数 DFT， 获得图 4. 5 所示的结果。
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第 5 章　 二维离散傅里叶变换

5. 1　 定义

二维 DFT 主要应用在图像 /视频处理方面。 一维 DFT 可很自然地扩展到二维

DFT。 二维 DFT及其逆变换可定义为

XF（k1，k2） = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
x（n1，n2）W

n1k1
N1 Wn2k2

N2 　 二维（N1 × N2）DFT

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 矩形阵列

k1 = 0，1，…，N1 - 1 和 k2 = 0，1，…，N2 - 1
（5. 1a）

x（n1，n2） =
1

N1N2
∑
N1-1

k1 = 0
∑
N2-1

k2 = 0
XF（k1，k2）W

- n1k1
N1 W - n2k2

N2 　 二维（N1 × N2）IDFT

n1 = 0，1，…，N1 - 1 和 n2 = 0，1，…N2 - 1 （5. 1b）
式中， WN1 = exp（ - j2π / N1）， WN2 = exp（ - j2π / N2）； x（n1，n2）为二维空域均匀采

样获得的序列 （注意在空域水平和垂直坐标上的采样间隔可以不同）； XF（k1，k2）
为二维离散频域的 DFT系数。 与一维的情况相同， 归一化因子 N1N2 可以均匀分配

在前向 DFT和反向 DFT之间， 或者整个放在前向 DFT。 归一化的二维 DFT 及其逆

变换可以定义为

XF（k1，k2） =
1
N1N2
∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
x（n1，n2）W

n1k1
N1 Wn2k2

N2

k1 = 0，1，…，N1 - 1 和 k2 = 0，1，…，N2 - 1 （5. 2a）

x（n1，n2） =
1
N1N2
∑
N1-1

k1 = 0
∑
N2-1

k2 = 0
XF（k1，k2）W - n1k1

N1 W - n2k2
N2

n1 = 0，1，…，N1 - 1 和 n2 = 0，1，…，N2 - 1 （5. 2b）
N1 和 N2 可以是任意维数， 为简便起见， 我们假设 N1 = N2 = N。 所有的概念、

定理、 性质、 算法等都将基于 N1 = N2 构建， 但对于 N1≠N2 仍然适用。 因此， 对

式 （5. 1） 中描述的二维 DFT的变换对可以做如下简化：

XF（k1，k2） =∑
N-1

n1 =0
∑
N-1

n2 =0
x（n1，n2）W

（n1k1 + n2k2）
N 　 k1，k2 =0，1，…，N -1 （5. 3a）



x（n1，n2） =
1
N2∑

N-1

k1 =0
∑
N-1

k2 =0
XF（k1，k2）W -（n1k1 + n2k2）N 　 n1，n2 =0，1，…，N -1 （5. 3b）

该变换对可表示为 x（n1，n2）⇔XF（k1，k2）。
二维 DFT的可分离性可以通过重写式（5. 3a）， 表示如下：

XF（k1，k2） = ∑
N-1

n2 = 0
（∑
N-1

n1 = 0
x（n1，n2）W

n1k1
N ）Wn2k2

N

k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 4a）
及

x（n1，n2） =
1
N ∑

N-1

k2 = 0

1
N∑

N-1

k1 = 0
XF（k1，k2）W -n1k1

N（ ） W - n2k2
N

n1，n2 = 0，1，…，N - 1 （5. 4b）
式（5. 4a）可以看做是二维序列 x（n1，n2）沿着列方向进行一维 DFT， 然后对得到的

矩阵再沿着行方向进行一维 DFT。 类似地， 式（5. 4b）可以看做是二维序列 XF（k1，
k2）沿着列方向进行一维 IDFT， 再沿着行方向进行一维 IDFT。 通过重新排列式

（5. 4）， 对行和列的操作可以交换顺序， 即

XF（k1，k2） = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）W

n2k2
N（ ）Wn1k1

N

k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 5a）

x（n1，n2） =
1
N ∑

N-1

k1 = 0

1
N∑

N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）W

-n2k2
N（ ） W - n1k1

N

n1，n2 = 0，1，…，N - 1 （5. 5b）
这一过程如图 5. 1 所示。

图 5. 1　 二维 DFT和二维 IDFT的可分离性
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因此， 一个（N × N）二维 DFT可以使用 2N 个长度为 N 的一维 DFT实现。 为了

有效实现二维 DFT， 本书第 3 章介绍的一维情况下的 FFT 算法均适用于二维 DFT。
假设 N 为 2 的整数倍。 基 - 2 一维 FFT （见本书第 3 章） 需要 Nlog2N 次复数加法

和
N
2 log2N 次复数乘法， 一个基 - 2（N × N）二维 DFT 需要 2N2 log2N 次复数加法和

N2 log2N 次复数乘法。 显然这些性质对于二维 IDFT也成立。
式（5. 3）描述的二维 DFT / IDFT可以通过矩阵形式表述如下（可分离性）：

[XF（k1，k2）]
（N × N）

= [F][x（n1，n2）][F]
（N × N）

（5. 6a）

及

[x（n1，n2）]
（N × N）

= 1
N2
[F]∗[XF（k1，k2）][F]

∗

（N × N）
（5. 6b）

其中

[x（n1，n2）]
（N × N）

=

　 x（0，0）　 　 x（0，1）　 　 …　 　 x（0，N - 1）
　 x（1，0）　 　 x（1，1）　 　 …　 　 x（1，N - 1）
　 　 ︙　 　 　 　 ︙　 　 　 ⋱　 　 　 　 ︙
x（N - 1，0）　 x（N - 1，1）　 …　 x（N - 1，N - 1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（5. 7a）

和

　 　 [XF（k1，k2）]
（N × N）

=

　 XF（0，0）　 　 XF（0，1）　 　 …　 　 XF（0，N - 1）
　 XF（1，0）　 　 XF（1，1）　 　 …　 　 XF（1，N - 1）
　 　 ︙　 　 　 　 　 ︙　 　 　 ⋱　 　 　 　 ︙
XF（N - 1，0）　 XF（N - 1，1）　 …　 XF（N - 1，N - 1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（5. 7b）

将式 （5. 6a） 代入式 （5. 6b） 得

1
N2
[F]∗[F][x（n1，n2）][F][F]∗ = [x（n1，n2）]

注意， [F]∗[F] = N[ IN]，（[F] = [F] T）
很容易看出， 式 （5. 6） 同样可以表述为

[XF（k1，k2）] LO
（N2 × 1）

= （[F]⊗[F]）[x（n1，n2）] LO
　 　 　 　 　 （N2 × 1）

（5. 8a）

及

[x（n1，n2）] LO
（N2 × 1）

= 1
N2
（[F]∗⊗[F]∗）[XF（k1，k2）] LO
　 　 　 　 　 　 　 （N2 × 1）

（5. 8b）

式中， [x（n1，n2）] LO = [x（0，0），x（0，1），…，x（0，N - 1），x（1，0），x（1，1），…，x（1，
N - 1），x（N - 1，1，…，x（N - 1，0），），…，x（N - 1，N - 1）] T， 为一个 （N2 × 1） 的列

向量。 这可以通过对式 （5. 7a） 的各行作为一列 N 个元素进行重排序得到。 这样
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的重组叫做词典排序 （Lexicographic Ordering， LO）。 通过对[XF（k1，k2）]进行词典

排序， 可以得到[XF（k1，k2）] LO。
符号⊗表示克罗内克积（Kronecker product，也叫做矩阵积或者直接积）， 其定义

见本书附录 E。

[A]⊗[B] =

α11 　 α12 　 …　 α1n
α21 　 α22 　 …　 α2n
︙　 ︙　 ⋱　 ︙
αm1 　 αm2 　 …　 αmn

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

⊗

b11 　 b12 　 …　 b1q
b21 　 b22 　 …　 b2q
︙　 ︙　 ⋱　 ︙
bp1 　 bp2 　 …　 bpq

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （m × n）　 　 　 　 　 　 　 （p × q）

=

α11[B]　 α12[B]　 …　 α1n[B]
α21[B]　 α22[B]　 …　 α2n[B]
　 ︙　 　 　 ︙　 　 ⋱　 　 ︙
αm1[B]　 αm2[B]　 …　 αmn[B]

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= 　 [C]
（mp × nq）

（mp × nq） （5. 9）

注意， 一般情况下， [A]⊗[B]≠[B]⊗[A]。

5. 2　 性质

一维 DFT的各种性质对于二维 DFT均适用。

5. 2. 1　 周期性

x（n1，n2）和 XF（k1，k2）均在两个维度上周期为 N， 即

x（n1 + N，n2） = x（n1，n2 + N） = x（n1 + N，n2 + N） = x（n1，n2） （5. 10a）

XF（k1 + N，k2） = XF（k1，k2 + N） = XF（k1 + N，k2 + N） = XF（k1，k2） （5. 10b）

5. 2. 2　 共轭对称

当 x （n1， n2） 为实数时， 有

XF（ N2 ± k1，
N
2 ± k2） = [X

F（ N2 ∓k1，
N
2 ∓k2）]∗　 k1，k2 =0，1，…，

N
2 -1 （5. 11a）

XF（k1，k2） = [XF（N - k1，N - k2）]∗ 　 k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 11b）

这意味着在 N2 个 DFT系数中， 仅有图 5. 2a所示的双线区域的 DFT系数是惟一的。
对于系数为实数， 图 5. 2b给出了 M = N = 8 时 DFT系数具体的共轭对。
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图 5. 2　 N2 个 DFT系数分析

a） 当 x（n1，n2）是实数时， 交叉区域的 DFT系数是惟一的

（若 N 是偶数， 这些系数的个数是（N2 / 2） + 2； 若 N 是奇数， 则这些系数的个数是（N2 + 1） / 2
b） 实数图像数据的 DFT系数的共轭对称性（M、 N 为偶数， M = N = 8）

5. 2. 3　 时域 /空域的循环移位 （周期性移位）

x（n1，n2）⇔XF（k1，k2）
x（n1 -m1，n2 -m2）⇔XF（k1，k2）W

k1m1 + k2m2
N （5. 12）

式中， x（n1 -m1，n2 -m2）为 x（n1，n2）沿着 n1 循环移位了 m1 个样本点， 以及沿着

n2 循环移位了 m2 个样本点。 因为 | Wk1m1 + k2m2
N | = 1， 所以 x（n1，n2）的幅度谱和功

率谱对于其循环移位来说是不变的。

5. 2. 4　 频域的循环移位 （周期性移位）

x（n1，n2）W - （n1u1 + n2u2）
N ⇔XF（k1 - u1，k2 - u2） （5. 13a）

式中， XF（k1 - u1，k2 - u2）为 XF（k1，k2）沿着 k1 循环位移了 u1 个样本点， 以及沿着

k2 循环位移了 u2 个样本点。 循环移位的一个有趣的特例是 u1 = u2 =
N
2 时的情况。

此时， 有

x（n1，n2）（ -1）n1 + n2⇔XF（k1 -
N
2 ，k2 -

N
2 ） 　 N 为偶数 （5. 13b）

条件为
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WN / 2
N = - 1，W - （n1 + n2）N / 2

N = exp[ ± j2πN （n1 + n2）
N
2 ] = e

jπ（n1 + n2） = （ - 1） n1 + n2

图 5. 3a所示左上角的直流（dc）系数 XF（0，0）现在移到了二维频率平面的中心

（见图 5. 3b）。 （同理， N 为偶数时， x（n1 -
N
2 ，n2 -

N
2 ）⇔（ -1）

k1 + k2XF（k1，k2）。）

图 5. 3　 x（n1，n2）和 x（n1，n2）（ - 1） n1 + n2的二维 DFT
a） x（n1，n2）的二维 DFT
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图 5. 3　 x（n1，n2）和 x（n1，n2）（ - 1） n1 + n2的二维 DFT（续）

b） x（n1，n2）（ - 1） n1 + n2的二维 DFT

假设沿着 n1 和 n2 的采样间隔分别为 T1 和 T2（fs1 =1 / T1 和 fs2 =1 / T2 分别为相应

的采样率， #样本点 /米）， 沿着 k1 和 k2 的频率分辨率分别为 f01 =
1

NT1
和 f02 =

1
NT2
。

5. 2. 5　 斜特性

x（n1 -mn2，n2）⇔XF（k1，k1 +mk2） （5. 14）
图像中某一维度偏斜 m 相应于该图像的频率在另外一个维度偏斜（ - m） [IP26] 。

例如， 令 m = 1， 有

注意， 空域经过了补零， 并且[YF]每行的 DFT 系数进行了循环移位。 这一性

质的证明见本书附录 F. 2。
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5. 2. 6　 旋转性

将图像在空域旋转一个角度 θ 将引起其二维 DFT 在频域旋转相同的角

度[E5] ， 有：
x（n1cosθ - n2sinθ，n1sinθ + n2cosθ）⇔XF（k1cosθ - k2sinθ，k1sinθ + k2cosθ） （5. 15）

式中， 图像 x （n1， n2） 在 N × N 的方格坐标以逆时针方向旋转角度 θ。
注意， 方格坐标旋转后， 新的格点可能未被定义。 图像在最近的可用格点的值

可以通过插值预测得出 （见本书 8. 4 节）。

5. 2. 7　 帕斯瓦尔定理

这是任何酉变换都具有的性质， 即在正交变换的情况下， 能量守恒。 这一定理

表述为

∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2） 2 = ∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
[x（n1，n2）]x∗（n1，n2）

= ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0

1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）W -（n1k1+n2k2）

N[ ]x∗（n1，n2）

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2） [∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）W（n1k1+n2k2）N ]

∗

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）[XF（k1，k2）]∗

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2） 2 （5. 16）

5. 2. 8　 卷积定理

两个周期序列在时域 /空域的循环卷积相当于二维 DFT域的相乘。 令 x（n1，n2）和

y（n1，n2）为沿着 n1 和 n2 方向周期为 N 的两个实数周期序列。 它们的循环卷积为

zcon（m1，m2） = 1
N2∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）y（m1 - n1，m2 - n2）

= x（n1，n2）∗y（n1，n2） （5. 17a）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m1，m2 = 0，1，…，N - 1
在二维 DFT域， 这等同于

ZFcon（k1，k2） =
1
N2
[XF（k1，k2）YF（k1，k2）]

k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 17b）
其中
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x（n1，n2）⇔XF（k1，k2）
y（n1，n2）⇔YF（k1，k2）

zcon（m1，m2）⇔ZFcon（k1，k2）

zcon（m1，m2） =
1
N4∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）YF（k1，k2）W -（m1k1+m2k2）

N （5. 17c）

【例 5. 1】 　 利用空域两个周期阵列的循环卷积式（5. 17a）， 有：

将阵列 x（n1，n2）使用周期（2，2）扩展为 2 倍， 即 x（n1，n2） = x（n1 + 2，n2 + 2）

输出 zcon（m1，m2）可以写成以列排列的向量方程（见参考文献[B6]中例 2. 7）。
【例 5. 2】 　 二维 DFT域的相乘式（5. 17b）及其逆变换的 MATLAB 程序代码如

下所示。 输入阵列已在例 5. 1 中给出。 注意， 矩阵表述是在二维笛卡儿坐标表述的

基础上顺时针旋转 90°而成的。
x = [1 3；2 0]；
y = [1 4；0 2]；
X = fft2（x）；Y = fft2（y）；z = ifft2（X. ∗Y）；
% z = [13　 11；
% 　 　 8　 10]

与使用 DFT / FFT计算一维信号的非循环卷积一样（见图 2. 9）， 为了通过 DFT /
FFT获得两个序列的非循环（非周期）卷积， 这两个序列需要进行补零扩展。 详细

说明如下：
由于 DFT和 IDFT都具有周期性， 所以使用 DFT / FFT 法求解出的实际是循环

卷积。 然而， 通过在原始序列末尾添加足够多的零， 则可以通过 DFT / FFT 法得到

非周期卷积 （见图 5. 4）。
注意， XFe （k1，k2）和 YFe （k1，k2）分别表示扩展后序列 xext（n1，n2）和 yext（n1，n2）

的二维 DFT。
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图 5. 4　 使用二维 DFT计算二维非周期（非循环）
卷积 （DFT和 IDFT由快速算法实现）

5. 2. 9　 相关定理

类似于卷积 -相乘定理（时 /空域的卷积相当于 DFT 域的相乘，反之亦然）， 对

于相关有着相似的关系。 类似式（5. 17a）， 循环相关为

zcor（m1，m2） = 1
N2∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）y（m1 + n1，m2 + n2）

m1，m2 = 0，1，…，N - 1 （5. 18a）
在二维 DFT域， 这等同于

ZFcor（k1，k2） =
1
N2
[XF（k1，k2）]∗YF（k1，k2） （5. 18b）

其中

zcor（m1，m2）⇔ZFcor（k1，k2）
为了通过 DFT / FFT获得两个序列的非循环（非周期）相关，这两个序列需要在

末尾补零（与卷积的情况类似）。 通过先取 XF （ k1，k2 ）的复数共轭， 再将其与 YF

（k1，k2）相乘， 使用图 5. 4 所示的框架即可获得序列的非循环相关。

5. 2. 10　 空域微分

∂mx（n1，n2）
∂nm
1

⇔（jk1）mXF（k1，k2） （5. 19a）
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5. 2. 11　 频域微分

（ - jn1）mx（n1，n2）⇔
∂mXF（k1，k2）

∂km1
（5. 19b）

5. 2. 12　 拉普拉斯算子

▽2x（n1，n2）⇔ - （k21 + k22）XF（k1，k2） （5. 20）

图 5. 5　 矩形方程

（rect （α， b））

5. 2. 13　 矩形方程

这是图像系统运动模糊（见图 5. 5 和图 5. 6a、b）的单

位脉冲响应模型。 模糊图像 y（n1，n2）和单位脉冲响应矩

阵 rect（α，b）表述为

y（n1，n2） = ∑
0

m1 = α-1
∑
0

m2 = b-1
x（n1 - m1，n2 - m2）

rect（α，b）⇔αb sinc（
k1α
M ）sinc（

k2b
N ）e

- jπ（k1α / M + k2b / N） （5. 21）

图 5. 6　 居中的二维酉 DFT幅度

a） 方块图像　 b） 图 a的 DFT幅度图　 c） 二维直流信号　 d） 图 c的 DFT幅度图 （峰值， 直流系数

是 125 × 500） 　 e） 二维指数函数 x（n1，n2） = e - （n1 - 250）（n2 - 250） 　 f） 图 e的 DFT幅度图
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5. 3　 二维滤波

通过将二维 DFT系数适当进行加权， 即可实现对于二维信号 x（n1，n2）的频域

滤波（见图 5. 7）。

图 5. 7　 二维 DFT （频） 域的二维滤波

在图 5. 7 中， X^ F（k1，k2） = XF（k1，k2）GF（k1，k2）。 其中， GF（k1，k2）是加权函

数（二维滤波器）。 图 5. 8 和图 5. 9 给出了相应的低通滤波器（Low Pass Filter，LPF）、
带通滤波器（Band Pass Filter，BPF）和高通滤波器（High Pass Filter，HPF）。 图像的二

维 DFT， 如图 5. 10 和图 5. 11 所示。

图 5. 8　 相应区域的二维 DFT（系数保持不变，其余部分设置为 0）
LPF—低通滤波器　 BPF—带通滤波器　 HPF—高通滤波器
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图 5. 9　 [x（n1，n2）（ - 1） n1 + n2]二维 DFT的区域滤波（正如图 5. 8 所示，

二维 DFT系数在相应区域内保持不变，其余部分设置为 0）

图 5. 10　 256 × 256 图像的二维酉 DFT， 8 比特 /像素 （0 ～ 255）
a） 原始图像 （Lena） 　 b） 相位谱　 c） 二维 DFT[x（n1，n2）]的幅度谱

d） 二维 DFT[x（n1，n2）（ - 1） n1 + n2]的幅度谱 （直流系数在中心位置）
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图 5. 11　 图像的二维酉 DFT
a） 分辨率图　 b） 分辨率图的幅度谱　 c） 二值图像　 d） 二值图像的幅度谱

5. 3. 1　 逆高斯滤波器 （IGF）

逆高斯滤波器（Inverse Gaussian Filter，IGF）（见图 5. 12）的定义如下：

图 5. 12　 逆高斯滤波器

GF（k1，k2） =
e（k21 + k22） / 2σ2 　 　 　 　 k1，k2 = 0，1，…，

N
2

GF（N - k1，N - k2）　 　 　 　 其他
{ （5. 22）

逆高斯滤波器的径向截面如图 5. 13c所示。 DFT域的运算为点乘运算， 即

图 5. 13　 逆高斯滤波器（IGF）（N1 = N2 = N = 512）

a） σ2 = 2 × 832 时 IGF的频域响应（直流系数位于中心位置）

b）σ2 = 2 × 2002 时 IGF在二维 DFT域的可视化表示（直流系数位于中心位置）
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图 5. 13　 逆高斯滤波器（IGF）（N1 = N2 = N = 512）（续）

c） 不同 σ2 情形下 IGF的径向截面

X^ F（k1，k2） = GF（k1，k2）XF（k1，k2）　 　 k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 23）
此滤波器使得高频分量加权很重， 用于恢复被大气干扰或者其他可用高斯分布

建模的现象引起的图像的模糊（见图 5. 14）。

图 5. 14　 “Lena”图像（512 × 512）的逆高斯滤波

a） 原始图像　 b） 滤波增强图像（σ2 = k21 + k22，k1 = k2 = 83）

5. 3. 2　 根滤波器

二维 DFT系数 XF（k1，k2）可用式（5. 24）表述， 包括幅度和相位。 根滤波器的

描述如图 5. 15 所示。
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图 5. 15　 根滤波器（0≤α≤1）

XF（k1，k2） = |XF（k1，k2） |∠θF（k1，k2） （5. 24）
式中， ∠θF（k1，k2） = e jθ

F（k1，k2） 。
通常情况下， 与低频系数相比， 高频系数的幅度较小。 根滤波增强 （增加权

重） 了高频系数 （低幅度） 相对于低频系数的幅度 （见图 5. 16 和表 5. 1）。

图 5. 16　 根滤波

a） 原始图像　 b） α = 0 （只有相位） 　 c） α = 0. 5　 d） α = 0. 7

表 5. 1　 根滤波器增强了高频系数

α = 1 / 2

滤波前 滤波后

低频系数 100 10

高频系数 10 3. 162
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5. 3. 3　 同态滤波

若将对数函数应用于 DFT的幅度谱， 公式如下：
SF（k1，k2） = （ln XF（k1，k2） ）ejθ（k1，k2） 　 　 　 XF（k1，k2） ≥0 （5. 25a）

则 SF（k1，k2）的逆变换（用 s（n1，n2）表示）叫做图像的倒谱（cepstrum）（见图 5. 17a）。
倒谱的例子如图 5. 18 所示。 同态变换降低了图像在变换域的动态范围。

图 5. 17　 倒谱和同态滤波 （注意同态滤波可应用于任何变换域，
如 DCT和哈达玛 （Hadamard） 变换 （见图 5. 18））

a） 同态变换　 b） 同态逆变换　 c） 同态滤波

图 5. 18　 倒谱

a） 原始图像　 b） DFT　 c） DCT　 d） 哈达玛变换
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同态滤波可有效地用于存在乘性噪声的情况下图像的恢复。 图 5. 19 描述了这一

过程。 输入图像可看做是无噪图像 r（n1，n2）与照明干扰阵列 ι（n1，n2）的乘积， 即

图 5. 19　 实现图像增强功能的同态滤波 （ “○” 表示两个矩阵的点乘）

x（n1，n2） = r（n1，n2） ι（n1，n2） （5. 25b）
将对数函数应用于式 （5. 25b） 可得加性噪声观察模型：

ln{x（n1，n2）} = ln{ r（n1，n2）} + ln{ ι（n1，n2）} （5. 25c）
进而应用二维 DFT域的区域掩蔽 （zonal mask） 以降低干扰分量的对数。 接下来是

求幂运算的区域掩蔽。 增强过程的例子如图 5. 20 所示。 例中， 照明场 ι（n1，n2）从
左到右自 0. 05 增加至 2。 使用一个巴特沃斯高通滤波器（见本书课程实践 P8. 16）代
替区域高通滤波器来作为平滑截止滤波器。 另外， 参考文献[ IP19]中图 4. 61 所示

的方案设计用于通过而不是阻止低频。 因此， 此滤波器近似于高频增强滤波器。

图 5. 20　 受照明干扰图像的同态滤波

a） 原始图像　 b） 受到照明干扰的图像　 c） 同态滤波后的恢复图像

图像的光照分量变化缓慢， 然而反射系数分量在物体的连接处变化剧烈。 因此

对数图像二维 DFT的低频分量对应于光照， 而高频分量则对应于反射系数（类似例

子见参考文献[IP18，B42]）。

5. 3. 4　 范围压缩

图像二维 DFT的动态范围非常大， 使得仅一小部分系数是可见的。 动态范围

可以通过对数变换进行压缩， 即

VF（k1，k2） = clog10（1 + XF（k1，k2） ） （5. 26）
式中， c 为一个缩放比例常数（见图 5. 21）。 在实际应用中， 幅度谱将加上一个正的

常数， 以防止对数函数趋于负无穷大。

031 快速傅里叶变换： 算法与应用



图 5. 21　 Lena图像 DFT的范围压缩（见图 5. 10）
（本书所有的幅度谱图像都经过了范围压缩）

a） XF（k1 -
N
2 ，k2 -

N
2 ） 　 b） VF（k1 -

N
2 ，k2 -

N
2 ）

5. 3. 5　 高斯低通滤波器

N × N 图像的高斯低通滤波器具有

下列频率响应：

HF（k1，k2） =
e - （k

2
1 + k22） / 2σ2 　 k1，k2 =0，1，…，

N
2

HF（N - k1，N - k2） 其他
{

（5. 27）

式中， k21 + k22为点（k1，k2）到滤波器中

心的距离 （见图 5. 8）； σ 为截断系数。

当 k21 + k22 = σ 时， 滤波器落在其最大

值 1的 0. 667处（见图 5. 22c）。 注意， 图 5. 22a、 b所示对应于图 5. 9所示情况。

图 5. 22　 高斯低通滤波器（N = 500）
a） 高斯低通滤波器（LPF）的频率响应　 b） 二维 DFT域高斯低通滤波器（LPF）的图像化显示

c） 不同 σ 值对应的高斯低通滤波器（LPF）的径向截面

5. 4　 逆滤波和维纳滤波

逆滤波器能够完美地恢复一幅无噪声线性系统输出的模糊图像。 然而， 当存在

加性白噪声时性能不佳。 频谱比NF / HF影响着图像恢复[B43] 。 假设在频域， 有图
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5. 23 所示的下列系统：

图 5. 23　 逆滤波

VF（k1，k2） = UF（k1，k2）HF（k1，k2） + NF（k1，k2） （5. 28）
式中， UF（ k1， k2 ）为输入图像 u （ n1，n2 ）的二维 DFT； NF （ k1， k2 ）为加性噪声；
HF（k1，k2）为退化函数。 VF（k1，k2）的二维 IDFT是模糊的图像， 同时也是逆滤波器

1
HF（k1，k2）

的输入。 当 HF（k1，k2） < ε 时，
NF（k1，k2）
HF（k1，k2）

变得非常大（见图 5. 24c）。

因此伪逆滤波器定义为

图 5. 24　 逆滤波及伪逆滤波后的图像
a） 原始图像　 b） 模糊图像　 c） 逆滤波后的图像　 d） 伪逆滤波后的图像

H - （k1，k2） =
1

HF（k1，k2）
　 　 HF ≠0

0　 　 　 　 　 　 HF = 0

 

 

 

  

  
（5. 29）

当 HF 小于一个特定的量 ε 时， H - （k1，k2）设置为 0。
逆滤波是从一个系统的输出恢复其输入的过程。 逆滤波器通过在二维 DFT 域将
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退化图像除以原始图像得到。 如果下降为 0或者为非常小的值， 则 NF / HF 非常显著。

5. 4. 1　 维纳滤波器

逆滤波器和伪逆滤波器仍然对噪声很敏感， 因此噪声可能被放大。 而维纳

（Wiener） 滤波器就可以克服这个缺点。 维纳滤波是在图像同时存在模糊和噪声的

情况下的一种有效的恢复图像的手段。 这种恢复滤波器是线性空间不变滤波器， 它

使用了图像及噪声的功率谱来防止噪声的过分放大， 见式 （5. 32b）。
已知 E[u（n1，n2）] = 0 和 E[ν（n1，n2）] = 0， 从观察 /退化图像 ν（n1，n2）获得

原始图像 u（n1，n2）的一个预测 û（n1，n2）， 使得如下的均方误差（Mean Square Er-
ror， MSE）最小（见图 5. 25a）：

图 5. 25　 维纳滤波（其具体实现见参考文献[B6]中的图 8. 13）
a）空域中维纳滤波器　 b）二维 DFT域中的维纳滤波器

σ2e = E（[u（n1，n2） - û（n1，n2）]2） （5. 30）
式中， E（·）表示整体图像的期望。 即， 通过下式， 我们可获得原始图像 u（ n1，
n2）的最佳线性预测：

û（n1，n2） = ∑∑
∞

m1，m2 = -∞
g（n1 - m1，n2 - m2）ν（m1，m2） （5. 31）

式中， 维纳滤波器 g（n1，n2；m1，m2）由最小化式（5. 30）的 MSE得到。
令 UF、 VF、 U^ F 和 NF 分别为 u、 ν、 û 和加性噪声 η 的二维 DFT。 令 Suu和 Sηη

分别为 u 和 η 的功率谱密度（Power Spectral Density， PSD）。 输入图像 u（n1，n2）的功

率谱密度 Suu定义为

Suu（k1，k2） =
1
N2

UF（k1，k2） 2

且 Suu为 u（n1，n2）的自相关函数的二维 DFT。
对于一个频率响应为 HF（k1，k2）的线性移不变（Linear Shift Invariant， LSI）系统

来说， 其傅里叶维纳滤波器定义为

GF（k1，k2） =
[HF（k1，k2）]∗Suu（k1，k2）

HF（k1，k2） 2Suu（k1，k2） + Sηη（k1，k2）
（5. 32a）
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=
[HF（k1，k2）]∗

HF（k1，k2） +
Sηη（k1，k2）
Suu（k1，k2）

（5. 32b）

此滤波器需要知道目标 /原始图像和噪声的功率谱， 以及成像系统的频率响应

（或点扩散函数（Point Spread Function，PSF）的二维 DFT）。 对于一个典型的图像恢

复问题， 这些都是已知的。 如果噪声方差未知， 可以从观察图像中的平坦区域预

测。 此外， 还可通过其他多种方法预测 Suu。 其中最常用的方法是使用观察图像

ν（n1，n2）的功率谱 Sυυ作为 Suu的预测[LA16] 。 去模糊的图像通过下式计算得到：
û（n1，n2） =二维 IDFT[GF（k1，k2）VF（k1，k2）]

均方误差可以写为 （酉变换前后总能量保持不变）
σ2e = zcor（0，0） = （（n1，n2） = （0，0）） 时误差的 PSD的二维 IDFT

= 1
N2∑k1，∑

N-1

k2 = 0
Se（k1，k2） （5. 33a）

式中， Se 为误差的功率谱密度 （PSD）， 即

Se（k1，k2） = 1 - GFHF 2Suu + GF 2Sηη （5. 33b）
通过使用式 （5. 32）， 这可以简化为

Se =
SuuSηη

HF 2Suu + Sηη
（5. 33c）

噪声模糊图像的维纳滤波如图 5. 26 所示。

图 5. 26　 噪声模糊图像的维纳滤波

a） 弱噪声模糊图像　 b） 图 a经维纳滤波后恢复的图像

c） 强噪声模糊图像　 d） 图 c经维纳滤波后恢复的图像
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5. 4. 2　 几何平均滤波器 （GMF）

此滤波器为伪逆滤波器和维纳滤波器的几何平均， 即

Gs（k1，k2） = （H - （k1，k2））s
HF（k1，k2）[ ]∗Suu（k1，k2）

HF（k1，k2） 2Suu（k1，k2） + Sηη（k1，k2）
 

 
 

 

 
 

1 - s

0≤s≤1 （5. 34）

对于 s = 12 ， 几何平均滤波器（Geometric Mean Filter，GMF）描述为

G1 / 2（k1，k2） = HF（k1，k2）H - （k1，k2） 1 / 2exp（ - jθH）
Suu（k1，k2）

HF（k1，k2） 2Suu（k1，k2） + Sηη（k1，k2）
 

 
 

 

 
 

1 / 2
（5. 35）

式中， θH（k1，k2）为 HF（k1，k2）的相位谱。 式（5. 35）是几何平均的真实含义（见本

书附录 A. 1）（见图 5. 27）。 对于 s = 0， GMF 变为维纳滤波器； 而对于 s = 1， GMF
则变为逆滤波器。

图 5. 27　 几何平均滤波

a） 噪声模糊图像　 b） 伪逆滤波后的图像

c） 维纳滤波后的图像　 d） s = 1 / 2 时几何平均滤波后的图像
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5. 5　 三维 DFT

类似于二维 DFT（见式（5. 1））， 三维 DFT的变换对可定义如下[DS10] 。

5. 5. 1　 三维 DFT

XF（k1，k2，k3） = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
∑
N3-1

n3 = 0
x（n1，n2，n3）W

n1k1
N1 Wn2k2

N2 Wn3k3
N3

ki = 0，1，…，Ni - 1；i = 1，2，3 （5. 36a）
式中， WN i

= exp（ - j2π / Ni），i = 1，2，3。

5. 5. 2　 三维 IDFT

x（n1，n2，n3） =
1

N1N2N3
∑

N1 -1

k1 =0
∑

N2 -1

k2 =0
∑

N3 -1

k3 =0
XF（k1，k2，k3）W - n1k1

N1 W - n2k2
N2 W - n3k3

N3

ni = 0，1，…，Ni - 1；i = 1，2，3 （5. 36b）

5. 5. 3　 三维坐标

水平， 垂直和时域。
为简单起见， 假设 N1 = N2 = N3 = N， 则对三维 DFT的变换对可以做如下简化。

5. 5. 4　 三维 DFT

XF（k1，k2，k3） = ∑
N-1

n1，n2，n3 = 0
x（n1，n2，n3）W

∑
3

i = 1
n ik i

N

ki = 0，1，…，N - 1；i = 1，2，3 （5. 37a）

式中， ∑
N -1

n1，n2，n3 =0
意味着 ∑

N -1

n1 =0
∑
N -1

n2 =0
∑
N -1

n3 =0
。

5. 5. 5　 三维 IDFT

x（n1，n2，n3） = 1
N3 ∑

N-1

k1，k2，k3 = 0
XF（k1，k2，k3）W

-∑
3

i = 1
n ik i

　 N
（5. 37b）

ni = 0，1，…，N - 1；i = 1，2，3
三维 DFT的变换对可象征性地表示为

x（n1，n2，n3）⇔XF（k1，k2，k3） （5. 38）
所有一维和二维 DFT 的性质、 概念、 定理等都可以很容易扩展到三维 DFT。

三维 DFT已被应用于水印中[E4，E8] 。
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二维和三维 DFT可以扩展到更为普遍的意义上。 例如， L 维 DFT和 IDFT可以

表示为

XF（k1，k2，…，kL） = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
…∑

NL-1

nL = 0
x（n1，n2，…，nL）W

n1k1
N1 Wn2k2

N2 …WnLkL
NL

ki = 0，1，…，Ni - 1；i = 1，2， …，L （5. 39a）

x（n1，n2，…，nL） = 1
N1N2…NL

∑
N1-1

k1 =0
∑
N2-1

k2 =0
…∑

NL-1

kL =0
XF（k1，k2，…，kL）W

-n1k1
N1 W-n2k2

N2 …W-nLkL
NL

ni = 0，1，…，Ni - 1；i = 1，2，…，L （5. 39b）
与上述同样的情况， 当 N1 = N2 =…NL = N， 对 L 维 DFT的变换对可以简化为

XF（k1，k2，…，kL） = ∑
N-1

n1，n2，…，nL = 0
x（n1，n2，…，nL）W

∑
L

i = 1
n ik i

N

ki = 0，1，…，N - 1；i = 1，2，…，L （5. 40a）

x（n1，n2，…，nL） = 1
NL ∑

N-1

k1，k2，…，kL = 0
XF（k1，k2，…，kL）W

-∑
L

i = 1
n ik i

N

ni = 0，1，…，N - 1；i = 1，2，…，L （5. 40b）
毫无疑问， 所有一维、 二维和三维 DFT 的性质、 概念、 定理等都适用于 L

维 DFT。

5. 6　 一维 DFT 域的方差分布

x = [x（0），x（1），…，x（N -1）]T 是一个实随机向量。 其中， x（0），x（1），…，x（N -1）
是 N 个随机变量。 假设 x 为实矩阵， x 的协方差矩阵为[Σ]， 有：

[Σ] = E[（x - x）（x - x） T] （5. 41a）
式中， x = E（x）， 为 x 的中值。

[Σ]
（N × N）

= E

x0 - x0
x1 - x1
︙

xN -1 - xN -1

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

（x0 - x0，x1 - x1，…，xN -1 - xN -1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（5. 41b）

数据域的协方差矩阵为

[Σ] =

　 σ200 　 　 σ201 　 　 σ202 　 　 …　 σ20，N -1
　 σ210 　 　 σ211 　 　 σ212 　 　 …　 σ21，N -1
　 σ220 　 　 σ221 　 　 σ222 　 　 …　 σ22，N -1
　 …　 　 …　 　 …　 　 ⋱　 　 …
σ2N -1，0 　 σ2N -1，1 　 σ2N -1，2 　 …　 σ2N -1，N -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（5. 41c）
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在 [Σ] 中， 对角元素为方差， 反对角元素为协方差。
E[（x j - x j）（xk - xk）] = σ2jk 　 　 　 （ j≠k）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 = x j 和 xk 之间的协方差

E[（x j - x j）（x j - x j）] = σ2jj = x j 的方差

DFT域的协方差矩阵为

[Σ] F
（N × N）

= E[（XF - XF）（XF - XF）∗T]

　 　 　 　 　 = E{[F]（x - x）（[F]（x - x））∗T}
　 　 　 　 = [F]E[（x - x）（x - x） T][F]∗

= [F]
（N × N）

[Σ]
（N × N）

[F]∗
（N × N）

　 　 （5. 42a）

[Σ] F
（N × N）

=

　 2
00 　 　

201 　 　 2
02 　 　 …　 　

20，N -1

　 210 　 　 211 　 2
12 　 　 …　 　

21，N -1

　 2
20 　 　

2
21 　 　

2
22 　 　 …　 　

2
2，N -1

　 ︙　 　 ︙　 　 ︙　 　 ⋱　 　 ︙
2
N -1，0 　

2
N -1，1 　

2
N -1，2 　 …　

2
N -1，N -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（5. 42b）

在 [Σ] F 中， 对角元素为方差， 反对角元素为 DFT域的协方差。

5. 7　 酉变换下的方差和不变

X = [A]x，
（N ×1）（N × N）（N ×1）

　 　 [A] -1 = （[A]∗） T 和 x = （[A]∗） TX

式中， x = （x0， x1， x2， …， xN -1） T 为随机向量； [A]为酉变换。

　 　 　 E[（x∗） Tx] = E[xTx] = E ∑
N-1

i = 0
x2i[ ] = ∑

N-1

i = 0
E[x2i ] = ∑

N-1

i = 0
σ2ii

=数据域的方差和

　 　 　 E[（x∗） Tx] = E[（X∗） T（[A]∗） T[A]X] = E[（X∗） TX]　

= E ∑
N-1

i = 0
Xi

2[ ] = ∑
N-1

i = 0
E[ Xi

2] = ∑
N-1

i = 0
2ii

=酉变换域的方差和

式中， X = （X0， X1， X2， …， XN -1） T 为变换系数向量。

5. 8　 二维 DFT 域的方差分布

对于二维（N × N）数据阵列， [x]可以描述为
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[x] =

　 x00 　 　 x01 　 　 x02 　 …　 x0，N -1
　 x10 　 　 x11 　 　 x12 　 …　 x1，N -1
　 x20 　 　 x21 　 　 x22 　 …　 x2，N -1
　 ︙　 　 ︙　 　 ︙　 　 ⋱　 　 ︙
xN -1，0 　 xN -1，1 　 xN -1，2 　 …　 xN -1，N -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（5. 43）

它具有 N4 个协方差和 N2 个方差。 其中， N2 个方差的估计可以通过假设行列

统计特性独立而简化。
假设二维数据行列统计特性相互独立。 这一假设简化了数据域和变换域 N2 方

差的计算。 令数据域任意行元素（每一行具有相同的统计特性）的方差为（σ200R，
σ211R，σ222R，…，σ2N -1，N -1，R）。 类似地， 每一列也具有相同的统计特性（不一定与任

意行的统计特性相同）。 令数据域任意列元素的方差为 （σ200C，σ211C，σ222C，…，
σ2N -1，N -1，C）， 则[x]的方差为

　 σ200R
　 σ211R
　 σ222R
　 　 ︙
σ2N -1，N -1，R

 

 

 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
  

（σ200C，σ211C，σ222C，…，σ2N -1，N -1，C）

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（N × 1）　 　 　 　 　 　 　 （1 × N）　 　 　

=

　 （σ200Rσ200C）　 　 　 （σ200Rσ211C）　 　 …　 　 （σ200Rσ2N -1，N -1，C）

　 （σ211Rσ200C）　 　 　 （σ211Rσ211C）　 　 …　 　 （σ211Rσ2N -1，N -1，C）
　 　 　 ︙　 　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 ⋱　 　 　 　 　 ︙
（σ2N -1，N -1，Rσ200C）　 （σ2N -1，N -1，Rσ211C）　 …　 （σ2N -1，N -1，Rσ2N -1，N -1，C）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（N × N） （5. 44）

令[x]的二维 DFT为[XF]（假设同上， [x]具有独立的行列统计特性）

[XF（k1，k2）] = [F][x（n1，n2）][F]

[XF（k1，k2）]
（N × N）

=

　 XF00 　 　 XF01 　 　 XF02 　 …　 XF0，N -1
　 XF10 　 　 XF11 　 　 XF12 　 …　 XF1，N -1
　 XF20 　 　 XF21 　 　 XF22 　 …　 XF2，N -1
　 ︙　 　 ︙　 　 ︙　 ⋱　 　 ︙
XFN -1，0 　 XFN -1，1 　 XFN -1，2 　 …　 XFN -1，N -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（5. 45）

令[XF]任意行的方差为（ 2
00R，

2
11R，

2
22R，…，

2
N -1，N -1，R）。 类似地， 令[XF]
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任意列的方差为（ 2
00C，

2
11C，

2
22C，…，

2
N -1，N -1，C）， 则[XF]的方差为

　 2
00R

　 2
11R

　 2
22R

　 　 ︙
2
N -1，N -1，R

 

 

 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
  

（ 2
00C，

2
11C，

2
22C，…，

2
N -1，N -1，C）

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（N × 1）　 　 　 　 　 　 　 （1 × N）　 　 　

=

　 （ 2
00R

2
00C）　 　 　 （ 2

00R
2
11C）　 　 …　 　 （ 2

00R
2
N -1，N -1，C）

　 （ 2
11R

2
00C）　 　 　 （ 2

11R
2
11C）　 　 …　 　 （ 2

11R
2
N -1，N -1，C）

　 　 　 ︙　 　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 ⋱　 　 　 　 　 ︙
（ 2

N -1，N -1，R
2
00C）　 （

2
N -1，N -1，R

2
11C）　 …　 （

2
N -1，N -1，R

2
N -1，N -1，C）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（N × N） （5. 46）

通过采用基于变换系数方差的比特分配， 可以实现有效的数据压缩。 这一概念

在此以 DFT为例而描述， 但它同样适用于任何正交变换。

5. 9　 基于变换系数方差的量化

如果一个一维变换编码系统中， 每个变换系数用的平均比特数为 B， 第 k 个系

数用的比特数为 Bk， 则

B = 1N∑
N-1

k = 0
Bk =已给定的平均比特率⇐限制 （5. 47）

式中， N 为变换系数的个数。 第 k 个系数重建误差的方差 2
Bk
与第 k 个量化器的输

入方差 2
k 之间的关系为[D37（第28页），B6（第103页）]

2
Bk
= αk2 -2Bk 2

k （5. 48）

式中， αk 为取决于输入分布和量化器的因子。 总的重建误差方差 2
B = ∑

N -1

k =0
2
Bk
由下

式得到

2
B = ∑

N-1

k = 0
αk2 -2Bk 2

k ⇐最小化 （5. 49）

比特分配问题即为得到在给定限制式（5. 47）下， 找到最小化失真式（5. 49）的 Bk。
假设式（5. 49）中的 αk 对于所有 k 均为常数， 则有

2
B = α∑

N-1

k = 0
2 -2Bk 2

k （5. 50）

限制式（5. 47）的可以重写为
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B - 1N∑
N-1

k = 0
Bk[ ] = 0 （5. 51）

则可以使用拉格朗日因子 λ 建立这个优化问题[IP32，IP33，IP34] 。 因此， 上述优化问题

转化为对包含了限制的函数 J 求最小值：

J = α∑
N-1

k = 0
2 -2Bk 2

k - λ B - 1N∑
N-1

k = 0
Bk[ ] （5. 52）

式中， Bk 为变量， k = 0， 1， …， N - 1。 设 J 对于 Bι 的偏导为零， 解出 Bι。 为了

避免下列公式中的混淆， 这里下角标 k 改写为 ι：
∂
∂Bι
（J） = 0　 　 ι = 0，1，…，N - 1 （5. 53）

α ∂∂Bι
（ 2

ι 2
-2B ι） + λ

N = 0 （5. 54）

α 2
ι
∂
∂Bι

1
2

 

 
 

 

 
 

2B ι
+ λ
N = 0 （5. 55）

注意

∂
∂Bι
（2 -2） B ι = （2 -2） B ι ln（2 -2）　 　 （ ln = loge） （5. 56）

由指数函数的偏导 （证明见附录 F） 可知

d
du（α

u） = αu lnα （5. 57）

对于式（5. 56）， 有 α = 2 -2。

α 2
ι
1
2

 

 
 

 

 
 

2B ι
ln 12

 

 
 

 

 
 [ ]2 + λ

N = 0 （5. 58）

或

（2α 2
ι ）（ln2）2

-2B ι = λ
N （5. 59）

对式（5. 59）的等式两侧同时应用以 2 为基的对数函数， 可得

log2[（2α 2
ι ）（ln2）] - 2Bι = log2

λ
N

 

 
 

 

 
 （5. 60）

Bι =
1
2 log2（2α

2
ι ln2） -

1
2 log2

λ
N

 

 
 

 

 
 （5. 61）

因为平均比特率 B = 1N ∑
N -1

k =0
Bk， 则

B = 12N∑
N-1

k = 0
log2（2α 2

k ln2） -
1
2 log2

λ
N

 

 
 

 

 
 （5. 62）

则
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log2
λ
N

 

 
 

 

 
 = 1

N∑
N-1

k = 0
log2（2α 2

k ln2） - 2B[ ] （5. 63）

λ
N = 2 -2B∏

N-1

k = 0
（2α 2

k ln2）
1 / N （5. 64）

将式 （5. 64） 代入式 （5. 61）

Bι =
1
2 log2（2α

2
ι ln2） -

1
2 log2 2 -2B∏

N-1

k = 0
（2α 2

k ln2）
1 / N[ ] （5. 65）

Bι =
1
2 log2（2α

2
ι ln2） -

1
2N∑

N-1

k = 0
log2（2α 2

ι ln2） + B （5. 66）

Bι =
1
2 log2

2
ι

∏
N-1

k = 0
（ 2

k）
1 / N

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
+ B （5. 67）

由于下角标 k 为局部变量， k 可以写为 m。 则下角标 ι 可以重新写为 k。 则有：

Bk = B + 12 log2
2
k - 1

2N∑
N-1

m = 0
log2 2

m[ ] 　 　 k = 0，1，…，N - 1 （5. 68）

式（5. 68）的最后一项是与 k 独立的常数。 这意味着分配给第 k 个变换系数的比特数

Bk 与其方差的对数成正比。 注意， Bk 在满足式（5. 47）的情况下， 量化到其最近的

整数。
类似式（5. 68）， 二维变换系数的比特分配可以用式（5. 69）表示（见图 5. 28）：

图 5. 28　 基于二维变换系数的方差实现比特分配，
对于每个（N × N）的块进行变换（可分变换）

Bi，j为分配给变换系数 υi，j的比特数； i， j = 0， 1， …， N - 1。

Bi，j = B +
1
2 log2

2
i，j -

1
2N2∑

N-1

k = 0
∑
N-1

ι = 0
log2 2

k，ι[ ] （5. 69）
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B = 1
N2∑

N-1

k = 0
∑
N-1

ι = 0
Bk，ι = 平均比特率⇐限制

Bi，j∝log2 2
i，j （5. 70）

即， Bi，j正比于变换系数 υi，j方差的对数。 量化的级别数为 2B i，j。
如果某些变换系数具有很小的方差， 那么它们可被置换为 0。 图 5. 29 和图

5. 30 所示为二维（16 × 16）DFT系数的比特率分配。

图 5. 29　 基于变换系数方差分布的二维 DFT域中比特分配图

（平均比特率是 1 比特 /变换系数， 或式（5. 70）中的 B = 1、 ρ = 0. 95）。
只有系数的幅值被编码， ρ 是相邻相关系数。 二维 （N × N）

数据域样本点受一阶马尔科夫过程控制（见式（5. 75））

图 5. 30　 二维 DFT的比特分配图（图 5. 7 所示左上角的直流系数

现在已经移到二维频率平面的中心位置。 图 5. 28 所示

与图 5. 7 所示对应。 图 5. 30 所示与图 5. 9 所示对应（使用 fftshift））
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5. 10　 最大方差区域采样 （MVZS）

变换（正交）域的协方差矩阵[Σ ]和数据域的协方差矩阵[Σ]之间的关系为

[Σ ] = [A]E （x - x）（x - x） T[ ][A] T = [A][Σ][A] T （5. 71）
假设[A]为实酉矩阵（归一化的）[A] T = [A] -1， 则

x = （x0，x1，…，xN -1） T

[Σ ] =

　 2
00 　 　

2
01 　 　 …　

2
0，N -1

　 2
10 　 　

2
11 　 　 …　

2
1，N -1

　 ︙　 　 ︙　 　 ⋱　 　 ︙
2
N -1，0 　

2
N -1，1 　 …　

2
N -1，N -1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（5. 72）

在任何正交变换域， 二维数据的方差可使用行列统计独立性得到 （类似

DFT）。 对于一维数据， 一阶马尔科夫过程在变换域方差的分布见表 5. 2 和图 5. 33。
方差沿着任何一列求和均相等 （能量不变）。 归一化的基本限制误差定义为

表 5. 2　 ρ =0. 9、 N =16 时的平稳马尔科夫序列变换系数的方差 2
kk

（表中各变换的基础定义见参考文献[B6]）

变换 k 长洛变换
（KLT） DCT -Ⅱ DST -Ⅰ 酉 DFT

哈达玛
（Hadamard）

变换

哈尔（Haar）
变换

斜（slant）
变换

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

9. 927
2. 949
1. 128
0. 568
0. 341
0. 229
0. 167
0. 129
0. 104
0. 088
0. 076
0. 068
0. 062
0. 057
0. 055
0. 053

9. 835
2. 933
1. 211
0. 582
0. 348
0. 231
0. 169
0. 130
0. 105
0. 088
0. 076
0. 068
0. 062
0. 057
0. 055
0. 053

9. 218
2. 642
1. 468
0. 709
0. 531
0. 314
0. 263
0. 174
0. 153
0. 110
0. 099
0. 078
0. 071
0. 061
0. 057
0. 054

9. 835
1. 834
0. 519
0. 250
0. 155
0. 113
0. 091
0. 081
0. 078
0. 081
0. 091
0. 113
0. 155
0. 250
0. 519
1. 834

9. 835
0. 078
0. 206
0. 105
0. 706
0. 103
0. 307
0. 104
2. 536
0. 098
0. 286
0. 105
1. 021
0. 102
0. 303
0. 104

9. 835
2. 536
0. 864
0. 864
0. 276
0. 276
0. 276
0. 276
0. 100
0. 100
0. 100
0. 100
0. 100
0. 100
0. 100
0. 100

9. 835
2. 854
0. 105
0. 063
0. 347
0. 146
0. 104
0. 063
1. 196
0. 464
0. 105
0. 063
0. 342
0. 146
0. 104
0. 063

Jm =
∑
N-1

k = m

2
kk

∑
N-1

k = 0

2
kk

　 　 m = 0，1，…，N - 1 （5. 73）
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式中， 2
kk被重新组织为非升顺序（见图 5. 34）。 这里一阶平稳马尔科夫序列 x（n）

的协方差函数为

r（n） = ρ n 　 　 　 | ρ | < 1　 　 ∀n （5. 74）
这通常用作图像扫描线的协方差模型。 对于一个（N × 1）向量 x， 它的协方差

矩阵为{ r（m - n）}，m，n = 0，1，…，N - 1， 即

[R] =

　 1　 　 ρ　 ρ2 　 …　 ρN -1

　 ρ　 　 1　 ρ　 ⋱　 ︙
　 ρ2 　 　 ρ　 1　 ⋱　 ρ2

︙　 　 　 　 ⋱　 ⋱　 ρ
ρN -1 　 …　 ρ2 　 ρ　 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（5. 75）

因此， 使用[R]而非式（5. 71）中的[Σ]来获得一阶马尔科夫过程在变换域的方

差分布（见表 5. 2 和图 5. 33）。
在最大方差区域采样（Maximum Variance Zonal Sampling， MVZS）中， 方差较大

的变换系数可被量化编码， 剩余的 （方差很小） 系数则设置为 0。 表示这些系数的

比特流被传输到接收端， 然后进行反向操作， 即解码、 反量化、 逆变换等， 进而重

建信号或者图像 （见图 5. 31）。

图 5. 31　 最大方差区域采样变换编码

5. 11　 几何区域采样（GZS）

在图 5. 31 中， 使用几何区域抽样 （ Geometrical Zonal Sampling， GZS）代替

MVZS， 如图 5. 32、 图 5. 35 ～ 5. 39 所示。 详情参见本书附录 A. 7。

图 5. 32　 几何区域采样
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图 5. 33　 马尔科夫序列统计变换系数（降序）
方差的分布（此序列 ρ = 0. 9、N = 16）

图 5. 34　 以基数量（m）下的基限制误差（Jm）为准则，

各种酉变换性能比较（此时平稳马尔科夫序列的 ρ = 0. 9、N = 16）
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图 5. 35　 2∶1、4∶1、8∶1 和 16∶1 样本简化的几何区域滤波器

（白色区域为通带， 而阴影区域为阻带。 而对于 DFT来说，
这些区域需要修改（见图 5. 36））
a） 2∶1　 b） 4∶1　 c） 8∶1　 d） 16∶1
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图 5. 36　 2∶1、4∶1、8∶1 和 16∶1 样本简化的二维 DFT域的几何区域

滤波器 （白色区域为通带， 而阴影区域为阻带（见图 5. 8 和图 5. 9））
a） 2∶1　 b） 4∶1　 c） 8∶1　 d） 16∶1
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图 5. 37　 DCT域基本限制区域滤波后的图像（几何区域采样见图 5. 35）
a） 原始图像　 b） 4∶1 样本简化　 c） 8∶1 样本简化　 d） 16∶1 样本简化

图 5. 38　 512 × 512 的 Lena图像基本限制区域滤波与其他不同变换的性能比较

（归一化均方误差的定义见式（A. 8）。 几何区域采样见图 5. 35 和图 5. 36）
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图 5. 39　 4∶1 采样简化使用不同变换进行的基本限制区域滤波

（几何区域采样见图 5. 35 和图 5. 36）
a） DCT -Ⅱ　 b） DST -Ⅰ　 c） 酉 DFT　 d） 哈达玛变换　 e） 哈尔变换　 f） 斜变换
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5. 12　 小结

本章首先给出了二维 DFT类似于一维 DFT 的定义和性质， 以及基于行 -列一

维方法的快速算法。 然后定义了处理二维信号（例如图像）的各种滤波器， 并用例

子进行了详细说明。 最后将 DFT 与其他正交变换在一些标准准则下进行了比较，
如方差分布、 基本限制误差等。 下一章将重点介绍向量基二维 FFT算法。

5. 13　 习题

5. 1　 本书附录 F. 2 给出了使用变量替换法的公式证明； 同样地， 试证明式

（5. 15）。
5. 2　 根据参考文献[B6]中第 276 ～ 279 页， 试推导出维纳滤波器的表达式（即

式（5. 32））。
5. 3　 从图 5. 25b 所示可以看出， 重建图像与原始图像的二维 DFT 的误差

e（n1，n2）可以表述为

UF - U^ F = UF（1 - GFHF） - GFNF

试证明此误差的功率谱密度（PSD）可以表述为式（5. 33c）。 其中， GF （ k1，k2 ）
的表达式见式（5. 32）。
5. 4　 根据式（5. 47），试详细推导到式（5. 68）。
5. 5　 类似式（5. 68）的一维的例子， 试推导对于二维变换系数的比特分配可以

表述为式（5. 69）。

5. 14　 课程实践

5. 1　
（1） 对 Lena图像进行二维 DFT（图像见参考文献[IP30，IP31]， 可从网上获取）。
（2） 对第一步的结果分别进行低通滤波、 带通滤波和高通滤波的区域掩盖

GF（k1，k2）。 功能是 GF（k1，k2）在特定滤波器支持的部分外为零（见图 P5. 1）。
（3） 对（2）的所有结果进行二维 IDFT。
（4） 计算重建图像和原始图像的 MSE。
（5） 计算重建图像的峰 -峰值信噪比（PSNR）（8 比特 /像素）。
本课程实践的流程图如图 P5. 2 所示。
对于 N × N 的图像 x（n1，n2）和 x̂（n1，n2）， 均方误差定义为

σ2a =
1
N2∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
（E[x（n1，n2） - x̂（n1，n2）]2 （P5. 1）
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当 x（n1，n2）和 x̂（n1，n2）的集不可用时， 最小均方误差被看作式（P5. 1）的估

计。 当然这种情况只针对于 N × N 的图像。

σ2ls = 1
N2∑

N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
E x（n1，n2） - x̂（n1，n2） 2 （P5. 2）

均方误差从峰 -峰值信噪比 （PSNR， 单位为 dB） 的角度定义为

PSNR =10log10
2552
σ2e
　 　 σ2e = σ2a 或 σ2ls （P5. 3）

式中， 255 为 8 比特 PCM的 x （n） 的范围。

图 P5. 1　 二维 DFT域中的区域掩盖（N1 = N2 = N = 256；黑色区域为通带，白色区域为阻带）
a）低通滤波　 b）带通滤波　 c）高通滤波（见图 5. 7）

图 P5. 2　 二维 DFT域滤波

图 P5. 3　 二维 DFT域中的根滤波器

5. 2　 根滤波器 （见图 5. 15） 是一种在频域增强对比的方法。 它只对变换系数

XF （k1， k2） 的幅值部分求 α 次方根而相位部分保持不变。 用公式表达则为

对于二维 DFT　 　 RF（k1，k2） = XF（k1，k2） αejθF（k1，k2） 　 　 0≤α≤1 （P5. 4）
式中， 变换系数 XF（k1，k2）可写为

对于二维 DFT　 　 XF（k1，k2） = XF（k1，k2） ∠θF（k1，k2） （5. 24）
步骤：
（1） 对大小为 256 × 256 的输入图像（即 Lena图像）进行二维 DFT。
（2） 对 （1） 的结果分别进行 α 为 0. 6 和 0. 8 的根滤波 RF（k1，k2） （见参考文

献[B6]第 258、 259 页）。
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（3） 求出根滤波前后的能量比， 并求出（1）和（2）对于 α 为 0. 6 和 0. 8 的结果

（求出变换图像（见图 5. 21b 和重构图像）。 （能量：见图 P5. 3 和参考文献[B6]第
171 ～ 175 页的例 5. 9 和例 5. 10）

5. 3　 逆高斯滤波器增加了高频分量的权重。 它可以恢复被以高斯分布为模型

的气流干扰所模糊的图像（见图 5. 14）。 滤波器定义见式（5. 22）。 试对 Lena图像进

行这一滤波。
5. 4　 一幅图像的二维 DFT的动态范围太大， 以至于只有一小部分变换系数可

见（见图 5. 21a）。 而使用式（5. 26）中的对数变换可以将动态范围压缩。 试使用 Le-
na图像进行这一变换。
5. 5　 逆滤波器和维纳滤波器

逆滤波器　 可以完美地恢复一个无噪线性系统输出的模糊图像。 然而， 当出现

加性白噪声时， 性能不佳。 试证明本课题中频谱比 NF / HF 是如何影响图像的恢

复的。
已知： 假设我们在频域有如下系统（见图 P5. 4），
（1） VF（k1，k2） = UF（k1，k2）HF（k1，k2） + NF（k1，k2） （5. 28）

式中， UF（k1，k2）为输入图像 u（n1，n2）的二维 DFT； NF（k1，k2）为在二维 DFT域中

的零均值和单位方差的白噪声； HF（k1，k2）为退化函数如下式所示的：
HF（k1，k2） = exp（ - c[（k1）2 + （k2）2]5 / 6） （P5. 5）

（2） VF（k1，k2）的二维 IDFT 是一幅模糊图像。 û （n1， n2） 是图 P5. 4 所示的

恢复图像。

图 P5. 4　 逆滤波

（3） 1
HF（k1，k2）

是逆滤波器。 当 HF（k1，k2） < ε 时，
NF（k1，k2）
HF（k1，k2）

将变得非常大

（见图 8. 10c 和参考文献[B6]第 277 页）。 因此， 我们使用伪逆滤波器， 其定义

如下：

H - （k1，k2） =
1

HF（k1，k2）
　 　 HF ≠0

　 　 0　 　 　 　 HF = 0

 

 

 

  

  
（5. 29）
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当 HF 小于所选择量 ε 的任何时候， H - （k1，k2）都将被设置为 0。
维纳滤波器

对于维纳滤波器　 　 GF（k1，k2） =
[HF（k1，k2）]∗Suu（k1，k2）

HF（k1，k2） 2Suu（k1，k2） + Sηη（k1，k2）
（5. 32a）

式中， Suu和 Sηη分别为 u（n1，n2）和 η（n1，n2）自相关函数的二维 DFT。
步骤：
（1） 读取一幅图像（最大为 512 × 512）。
（2） 计算当式（P5. 5）中的 c 分别设置为 0. 0025、 0. 001、 0. 00025 时的三个不

同的退化函数 HF（k1，k2）。
（3） 由 （2） 得到的 HF（k1，k2）计算维纳滤波器 GF（k1，k2）， 并且展示三幅不

同的模糊图像。
（4） 对每个 HF（k1，k2）实现逆滤波和维纳滤波。
（5） 由比值 NF / HF 得到并展示恢复图像。 其中， NF 和 HF 分别为加性噪声 η

（n1，n2）和 h（n1，n2）的二维 DFT。
参考资料

（1） 参考文献[B6]第 275 ～ 284 页的 8. 3 节。
（2） Gonzalez与 Wood 编写的《Digital Image Processing》 （数字图像处理）第 2

版[IP18]第 258 ～ 264 页、 第 3 版[IP19]第 351 ～ 357 页 （Prentice - Hall出版社）。
注意

逆滤波是从一个系统的输出恢复其输入的过程。 逆滤波器通过在二维 DFT 域

将退化图像除以原始图像得到。 如果下降为 0 或者非常小的值， 则 NF / HF 非常

显著。
逆滤波器和伪逆滤波器仍然对噪声很敏感， 从而噪声可能被放大。 而维纳滤波

器就可以克服这个缺点。 维纳滤波是在同时存在模糊和噪声的情况下的一种有效的

图像恢复手段。
5. 6　 几何平均滤波器 （GMF）

（1） 对于课程实践 5. 5（逆滤波和维纳滤波）中的退化图像， 进行 s = 12 几何平

均滤波并展示恢复后的图像。 s = 12 的 GMF的描述见式（5. 35）。
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（2） 对于 s = 14 ， 重复进行（1）。

（3） 对于 s = 34 ， 重复进行（1）。

对恢复后的图像进行解释。
（提示：s = 0 时，GMF演化为维纳滤波器；而 s = 1 时，GMF演化为逆滤波器）
参考资料

（1） 参考文献[B6]第 291 页 8. 5 节。
（2） Gonzalez与 Wood 编写的《Digital Image Processing》 （数字图像处理）第 2

版[IP18]第 270 页、 第 3 版[IP19]第 361 页 5. 10 节（Prentice - Hall出版社）。
5. 7
a. 式（5. 12）中定义了时域 /空域的循环移位性。 试对大小为 512 × 512 的 Lena

图像应用此性质。 并试说明这幅图像沿 n1循环移位了 m1 = 100 个样本点， 沿着 n2
循环移位了 m2 = 50 个样本点， 并获取图 P5. 5a所示图像的过程。

b. 同样地， 式（5. 13a）定义了频域的循环移位性。 试使用 Lena 图像说明此性

质。 并试说明图像的幅度谱沿着 k1循环移位 u1 =
N
2 + 100 个样本点， 沿着 k2循环

移位 u2 =
N
2 + 50 个样本点的过程 （见图 P5. 5b）。 其中， N = 512。

图 P5. 5　 循环移位性

a） 空域循环移位　 b） 频域循环移位

5. 8　 一般受运动和大气湍流影响的模糊图像可通过逆滤波和维纳滤波得到恢

复， 这些方法已经应用于天文图像的处理。
a. 运动模糊代表了相邻像素的一致平均值， 它也是由相机移动或快速物体运

动所引起的一种常见的结果。 这里给出一个沿对角线的运动。 它可以看做是退化函

数的一种数学模型
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　 　 　 　 HF（k1，k2） = C
sin[π（k1α + k2b）]
π（k1α + k2b）

e - jπ（k1α + k2b） （P5. 6a）

　 　 　 　 　 = Csinc（k1α + k2b）e - jπ（k1α + k2b） 　 　 sinc（0） = 1 （P5. 6b）
式中， α = b = 0. 1； C = 1。

可以看出， 原始图像和通过退化函数模糊的图像是相同的， 如图 P5. 6 所示。

图 P5. 6　 a = b = 0. 2、C = 1 时的运动模糊图像（512 × 512）
a）原始图像　 b）运动模糊图像

用 MATLAB的 sinc函数， 我们将从模糊图像中恢复出来原始图像。 详细内容

将在下面 c中介绍。
b. 大气湍流所模糊的一个退化函数一般出现在当空中物体的图像有以下形式时：

HF（k1，k2） = exp - c k1 -
M
2

 

 
 

 

 
 

2
+ k2 -

N
2

 

 
 

 

 
 

2

[ ]
5 / 6

 

 
 

 

 
 （P5. 7）

M = N = 480
（1） 这种模糊在遥感和航空地表图像中很常见， 试仿真噪声的影响。
（2） 逆滤波器对噪声非常敏感。 因此， 这种逆滤波器仅应用在低通滤波器中

半径为 40、 70 和 85 的区域， 如图 P5. 7 所示。 对被模糊的图像加白噪声的仿真描

述如图 P5. 4 所示。
MATLAB语句如下：
var = 0. 001；
noise = imnoise（zeros（size（Image）），‘gaussian’，0，var）；
为了去除一幅滤波后图像（见图 P5. 8d）中的振铃效应（ringing artifact）， 我们将

一个 10 阶巴特沃斯低通滤波函数用在一个半径为 40 的逆滤波器上。 15 阶的同样

的滤波函数用在半径为 100 的逆滤波器上， 可以用来处理半径边缘出现的锐转变

（见图 P5. 8e）。 与图 P5. 8g所示相比， 图 P5. 8e所示具有较少的振铃效应。
对于式（P5. 7）模糊函数所描述的、 图 P5. 8h 所示径向截面的圆柱体的外侧，

伪逆滤波器将置为 0。 因此， 半径为 100 左右是锐转变巴特沃斯低通滤波器的较好

选择。
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图 P5. 7　 逆滤波器的一个稳定形式

a） 仅能应用于低通区域的逆滤波器　 b） 原点为中心模糊图像的 VF（k1 -
M
2 ，k2 -

N
2 ）二维 DFT（见图5. 23）

图 P5. 8　 逆滤波器只能应用于低通（LP）区域（半径为 100 的低通

（LP）滤波器具有最佳的性能。 这个滤波器可以作为逆滤波器的一个

稳定形式来替代伪逆滤波器。 图中图像大小为 480 × 480 像素）
a） 原始图像　 b） 模糊处理后的图像（c = 0. 0025） 　 c） 逆滤波后的图像

d） 半径为 40 的低通 （LP） 滤波后的图像　 e） 半径为 100 的低通 （LP） 滤波后的图像

f） 半径为 140 的低通 （LP） 滤波后的图像　 g） 伪逆滤波后的图像　 h） 圆柱体的径向截面
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（3） 逆滤波器与维纳滤波器的比较。
先研究一下参考文献[IP19]第 355 页的图 5. 28 和第 356 页的图 5. 29（即本书

图 P5. 8）。
对一个频率响应为 HF（k1，k2）的线性移不变系统， 维纳滤波器定义为

GF（k1，k2） =
[HF（k1，k2）]∗Suu（k1，k2）

HF（k1，k2） 2Suu（k1，k2） + Sηη（k1，k2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 =
[HF（k1，k2）]∗

HF（k1，k2） 2 +
Sηη（k1，k2）
Suu（k1，k2）

（P5. 8）

如果不知道原始图像的功率谱密度， 那么可以通过常量 K 代替式（P5. 8）中的

Sηη（k1，k2）
Suu（k1，k2）

， 并尝试不同的 K 进行实验， 则有

GF（k1，k2） =
[HF（k1，k2）]∗

HF（k1，k2） 2 + K
（P5. 9）

图 P5. 9　 模糊图像的维纳滤波

a）使用式（P5. 5）（c = 0. 0025）进行模糊处理后的图像　 b）伪逆处理后的图像

c）使用式（P5. 9）（K = 4 × 10 - 4）进行维纳滤波后的图像　 d）使用式（P5. 8）进行维纳滤波后的图像
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表 P5. 1 中， K 为常数。 这里或许有些过分简化， 因为比值
Sηη（k1，k2）
Suu（k1，k2）

是（k1，

k2）的一个函数而不是一个常数[LA20] 。 从图 P5. 9c和图 P5. 9d所示， 我们可以看到

有或没有原始图像功率谱密度的维纳滤波器产生的效果很相近（见图 P5. 9）。
c. 恢复运动模糊的图像。 试进行图 P5. 10 所示的仿真， 其中的退化函数 HF

（k1，k2）已由式（P5. 6）给出。 计算恢复图像的 PSNR， 比较式（P5. 8）和式（P5. 9）中
两种维纳滤波方法的性能， 并将结果进行表格统计（见表 P5. 1）。

表 P5. 1　 PSNR 结果

噪声方差
式 （P5. 9）

K PSNR / dB

式 （P5. 8）
PSNR / dB

386 0. 085 21. 78 23. 51

17. 7 0. 035 23. 17 25. 89

1. 8 × 10 - 3 0. 002 27. 97 30. 61

图 P5. 10　 噪声干扰模糊图像的维纳滤波

a） 噪声方差为 386 的运动模糊处理后的图像　 b） 伪逆处理后的图像

c） 使用式（P5. 9）进行维纳滤波后的图像　 d） 使用式（P5. 8）进行维纳滤波后的图像

e） ～ h） 噪声方差为 17. 7 的图像　 i） ～ l） 噪声方差为 1. 8 × 10 - 3的图像

当 K 小于某一特定常数时（见表 P5. 1 中的 K 值）， 式（P5. 9）的维纳滤波器演
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化为一个高通滤波器。 因为模糊处理常使用低通滤波器， 所以滤波后的图像不是很

模糊， 但是有很多噪声。 而当 K 大于该值时， 维纳滤波器则演化为一个低通滤

波器。
5. 9　 选取大小为（256 × 256）或（512 × 512）、 8 比特 /像素的图像， 并对图像进

行图 5. 19 和图 5. 20 所示的同态滤波。
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第 6 章　 矢量基二维 FFT 算法

类似基 - 2FFT， 矢量基二维 FFT可以应用于多维信号处理中。 与基 - 2FFT 情

形一致， 矢量基算法可由 DIT和 DIF的方式形成[SR2，DS1，B398] 。 并且， DIT和 DIF可

以混合于同一算法中。 事实上， 对于任何基（如基 - 2、基 - 3[A14] 、基 - 4 等）， 矢量

基算法都存在。 本章以二维信号为例， 介绍基于 DIT 和 DIF 的矢量基 FFT 算法。
这一技术可以很容易扩展到任何其他矢量基算法。 同所有快速算法一样， 矢量基二

维 FFT的优点是降低了计算复杂度， 减少了对内存 （存储） 需求， 并降低了有限

字长运算引起的误差。 矢量基算法更适用于矢量处理器。

6. 1　 矢量基 DIT - FFT

式 （5. 1） 中定义的二维 DFT假设 x（n1，n2）和 XF（k1，k2）均具有周期性， 在两

个维度上的周期分别是 N1 和 N2， 即

x（n1，n2） = x（n1 + N1，n2） = x（n1，n2 + N2） = x（n1 + N1，n2 + N2） （6. 1a）
XF（k1，k2） =XF（k1 +N1，k2） =XF（k1，k2 +N2） =XF（k1 +N1，k2 +N2） （6. 1b）

矢量基 - 2 的二维 DIT - FFT可以用下面的符号进行说明：

　 　 　 　 　

式中， e表示偶数； o表示奇数。
在每一级将此过程继续分解， 直到获得（2 × 2）二维 DFT。 回溯整个过程可得

（N1 × N2）二维 DFT（N1 和 N2 均为 2 的整数次幂）。
为了简便， 假设 N1 = N2 = N， 则

XF（k1，k2） = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）W（n1k1 + n2k2）N

k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 3a）
这将被分解为



XF（k1，k2） = ∑
N
2 -1

m1 = 0
∑
N
2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2）W[2m1k1+2m2k2]N 　 　 　 　 　 （e，e）

　 + ∑
N
2 -1

m1 = 0
∑
N
2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2 + 1）W[2m1k1+（2m2+1）k2]N 　 　 （e，o）

　 + ∑
N
2 -1

m1 = 0
∑
N
2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2）W[（2m1+1）k1+2m2k2]N 　 　 （o，e）

　 + ∑
N
2 -1

m1 = 0
∑
N
2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2 + 1）W[（2m1+1）k1+（2m2+1）k2]N 　 　 （o，o）

（6. 2a）

XF（k1，k2） = ∑
N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2）W

[m1k1+m2k2]
N / 2[ ]

　 + Wk2
N ∑

N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2 + 1）W[m1k1+m2k2]N / 2[ ]

　 + Wk1
N ∑

N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2）W

[m1k1+m2k2]
N / 2[ ]

　 + Wk1+k2
N ∑

N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2 + 1）W（m1k1+m2k2）N / 2[ ] （6. 2b）

XF（k1，k2） =S00（k1，k2） +S01（k1，k2）W
k2
N +S10（k1，k2）W

k1
N +S11（k1，k2）W

k1 +k2
N （6. 2c）

对于 S00（k1，k2），S01（k1，k2），S10（k1，k2），S11（k1，k2）
沿着 k1 和 k2 周期均为 N / 2， 即

Sij（k1，k2） =Sij k1 +
N
2 ，k2

 

 
 

 

 
 =Sij k1，k2 +

N
2

 

 
 

 

 
 =Sij k1 +

N
2 ，k2 +

N
2

 

 
 

 

 
 　 i，j =0，1 （6. 3）

S00（k1，k2） = ∑
N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2）W

（m1k1+m2k2）
N / 2 （6. 4a）

S01（k1，k2） = ∑
N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1，2m2 + 1）W（m1k1+m2k2）N / 2 （6. 4b）

S10（k1，k2） = ∑
N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2）W

（m1k1+m2k2）
N / 2 （6. 4c）

S11（k1，k2） = ∑
N / 2 -1

m1 = 0
∑
N / 2 -1

m2 = 0
x（2m1 + 1，2m2 + 1）W（m1k1+m2k2）N / 2

k1，k2 = 0，1，…，
N
2 - 1 （6. 4d）

对于式（5. 3a）给出的{x（n1，n2）}， 其（N × N）二维 DFT可表示为

S00（k1，k2） + S01（k1，k2）W
k2
N + S10（k1，k2）W

k1
N + S11（k1，k2）W

k1 + k2
N
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式中， S00、S01、S10和 S11为（
N
2 ×

N
2 ）二维 DFT。 下面用 N1 = N2 = 4 来说明。 　 　 　

　 　 　
用式（6. 2）和式（6. 3）， 矢量基二维 DFT可如下表示：
　 　 　 XF（k1，k2）

　 XF（k1，k2 + N / 2）

　 XF（k1 + N / 2，k2）

XF（k1 + N / 2，k2 + N / 2）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

1　 1　 　 1　 　 1
1　 - 1　 1　 - 1
1　 1　 - 1　 - 1
1　 - 1　 - 1　 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

=

　 S00（k1，k2）

　 Wk2
N S01（k1，k2）

　 Wk1
N S10（k1，k2）

Wk1 + k2
N S11（k1，k2）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

k1，k2 = 0，1，…，
N
2 - 1 （6. 5）

W2m1k1N =Wm1k1
N / 2 ，W

2m2k2
N =Wm2k2

N / 2

W2mN = exp
- j2π
N 2m 

 
 

 

 
 = exp - j2πN / 2 m 

 
 

 

 
 =Wm

N / 2

式（6. 5）的矩阵关系可以用流图的形式给出（此时需要 3 次乘法和 8 次加法）
（见图 6. 1）。

图 6. 1　 式（6. 5）的运算流图

这便是矢量基（2 × 2）二维 DIT - DFT。 对于 N1 = N2 = 2n = N， 抽取的过程重复

log2N 次。 每一步抽取都有 N2 / 4个蝶形运算。 每个蝶形需要 3次复数乘法和 8次复数

加法。 因此， （N × N）点基（2 × 2）DIT - DFT 需要 3（N
2

4 log2N）次复数乘法和 8（N
2

4
log2N）次复数加法。 穷举算法需要 N4 次复数乘法和复数加法。 当 N1 = Rn

1， N2 = Rn
2

时， 可实现（R1，R2）矢量基 DIT - DFT。 与（2 × 2）矢量基 DIT - DFT 类似， 它也叫做

混合矢量基 FFT。 矢量基算法还有各种各样的形式， 如矢量基 DIF - DFT、 混合矢量

基 DIF - DFT及矢量基 DIF / DIT - DFT等。
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6. 2　 矢量基 DIF - FFT

矢量基DIF -FFT类似矢量基DIT -FFT。 如上文所述， 假设N1 =N2 =2n =N， 则对于

x（n1，n2）　 　 　 　 n1，n2 = 0，1，…，N - 1
其二维 DFT可表示为

　 XF（k1，k2） = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）W

n1k1
N Wn2k2

N

　 　 　 　 　 　 　 = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
+ ∑

N-1

n1 = N / 2
（ ） ∑

（N / 2） -1

n2 = 0
+ ∑

N-1

n2 = N / 2
（ ）[x（n1，n2）W

n1k1
N Wn2k2

N ]

　 　 　 　 　 　 　 = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
+ ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = N / 2
+ ∑

N-1

n1 = N / 2
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
+ ∑

N-1

n1 = N / 2
∑
N-1

n2 = N / 2
（ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 × [x（n1，n2）W
n1k1
N Wn2k2

N ]　 　 k1，k2 = 0，1，…，
N
2 - 1

　 　 　 　 　 　 　 = Ⅰ +Ⅱ +Ⅲ +Ⅳ （6. 6）
式中， Ⅰ、 Ⅱ、 Ⅲ、 Ⅳ分别表示相应的 4 个求和。

在Ⅱ、 Ⅲ、 Ⅳ中， 求和变量分别代换如下：
n2 =m2 + N / 2，n1 =m1 + N / 2，n1 =m1 + N / 2，n2 =m2 + N / 2

则式（6. 6）可以简化为

　 　 XF（k1，k2） = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
x（n1，n2）W

n1k1+n2k2
N

　 + ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
x（n1，n2 + N

2 ）W
n1k1+n2k2
N （ - 1） k2

　 + ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
x（n1 + N

2 ，n2）W
n1k1+n2k2
N （ - 1） k1

　 + ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
x（n1 + N

2 ，n2 + N
2 ）W

n1k1+n2k2
N （ - 1） k1+k2

k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （6. 7）
二维 DFT可以考虑以下四种情况：

k1 k2

（a）偶整数（2r1） 偶整数（2r2）

（b）奇整数（2r1 + 1） 偶整数（2r2）

（c）偶整数（2r1） 奇整数（2r2 + 1）

（d）奇整数（2r1 + 1） 奇整数（2r2 + 1）

r1， r2 = 0， 1， …，
N
2 - 1
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对于这四种情况， 式（6. 7）可表示为

XF（2r1，2r2） = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
[x（n1，n2） + x（n1，n2 + N

2 ）

　 + x（n1 + N
2 ，n2） + x（n1 + N

2 ，n2 + N
2 ）]W

n1r1+n2r2
N / 2 （6. 8a）

XF（2r1 + 1，2r2） = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
Wn1

N [x（n1，n2） + x（n1，n2 + N
2 ）

　 - x（n1 + N
2 ，n2） - x（n1 + N

2 ，n2 + N
2 ）]W

n1r1+n2r2
N / 2 （6. 8b）

XF（2r1，2r2 + 1） = ∑
（N / 2） -1

n1 = 0
∑
（N / 2） -1

n2 = 0
Wn2

N [x（n1，n2） - x（n1，n2 + N
2 ）

　 + x（n1 + N
2 ，n2） - x（n1 + N

2 ，n2 + N
2 ）]W

n1r1+n2r2
N / 2 （6. 8c）

XF（2r1 + 1，2r2 + 1） = ∑
（N/ 2） -1

n1 =0
∑
（N/ 2） -1

n2 =0
Wn1+n2

N [x（n1，n2） - x（n1，n2 + N
2 ）

　 - x（n1 + N
2 ，n2） + x（n1 + N

2 ，n2 + N
2 ）]W

n1r1+n2r2
N/ 2 （6. 8d）

r1， r2 = 0， 1， …，
N
2 - 1

其中

　 　 XF（2r1，2r2）是

　 　 [x（n1，n2） + x（n1，n2 +
N
2 ） + x（n1 +

N
2 ，n2） + x（n1 +

N
2 ，n2 +

N
2 ）]的（

N
2 ×

N
2 ）

二维 DFT
　 　 XF（2r1 + 1，2r2）是

　 　 Wn1
N [x（n1，n2） + x（n1，n2 +

N
2 ） - x（n1 +

N
2 ，n2） - x（n1 +

N
2 ，n2 +

N
2 ）]的（

N
2 ×

N
2 ）二维 DFT

　 　 XF（2r1，2r2 + 1）是

　 　 Wn2
N [x（n1，n2） - x（n1，n2 +

N
2 ） + x（n1 +

N
2 ，n2） - x（n1 +

N
2 ，n2 +

N
2 ）]的（

N
2 ×

N
2 ）二维 DFT

　 　 XF（2r1 + 1，2r2 + 1）是

　 　 Wn1 + n2
N [x（n1，n2） - x（n1，n2 +

N
2 ） - x（n1 +

N
2 ，n2） + x（n1 +

N
2 ，n2 +

N
2 ）]的（

N
2

× N
2 ）二维 DFT
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r1，r2 = 0，1，…，
N
2 - 1 （6. 9）

式（6. 9）的这种设置可以用图 6. 2 所示的流图形式来表述， 并且可被进一步简

化为图 6. 3 所示的形式。 简化的形式除了 3 次乘法（Wn1
N ，W

n2
N ，W

n1 + n2
N ）之外， 仅需要

8 次加法， 而非原先的 12 次加法。

图 6. 2　 式（6. 9）的运算流图

图 6. 3　 式（6. 9）的简化运算流图

一个（N × N）二维 DFT， 即

XF（k1，k2）　 　 k1，k2 = 0，1，…，N - 1

分解成 4 个（ N2 ×
N
2 ）二维 DFT， 即

　 XF（2r1，2r2）

XF（2r1 + 1，2r2）

XF（2r1，2r2 + 1）

XF（2r1 + 1，2r2 + 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 　 r1，r2 = 0，1，…，
N
2 - 1

将这些（ N2 ×
N
2 ）二维 DFT继续分解为（ N4 ×

N
4 ）二维 DFT， 直至获得（2 × 2）二

维 DFT（见图 6. 4 和图 6. 5）。 这便是矢量基 DIF - FFT算法。 与 DIT算法类似， DIF
算法也有很多可能的方式。
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图 6. 4　 基 - （2 × 2）FFT的第一步抽取（为了避免混淆，
只表示了四个蝶形算法中的一个； N1 = N2 = 4； （4 × 4）二维 DFT）

图 6. 5　 完整（4 × 4） -点基 - （2 × 2）DFT（本图只展示了第二步四个蝶形算法中的一个）
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6. 3　 小结

本书第 3 章和第 5 章分别介绍了以 x 为基（x = 2，3，4…）的各种算法。 本章集中

讨论了矢量基二维 FFT 算法。 这些算法适合使用矢量处理器进行实现。 下一章将

定义和研究非均匀 DFT（Nonuniform DFT， NDFT）， 并给出其性质。
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第 7 章　 非均匀离散傅里叶变换

7. 1　 简介

对于包含大量频率分量的信号， 傅里叶变换 （FT） 能够有效地揭示出其频域

的内容， 通过在频域内将带宽等分， 从而使用可接受的分辨率表示信号。 离散傅里

叶变换 （DFT） 是数字信号处理中的一个重要工具。 其中， 长度为 N 的序列的 N
点 DFT 是对序列频谱的 N 点均匀采样[W23]。 DFT 已经被广泛应用在解决时域和频
域的问题、 信号分析 /合成、 检测 /估计， 以及数据压缩中[B6]。

在过去的几十年里， 随着 DFT 处理算法的发展， 出现了对非均匀离散傅里叶

变换 （Nonuniform DFT， NDFT） 的需求[N26]。 对于 NDFT 来说， 数据将在时域或频

域 （或者两者兼有） 进行非均匀采样， 相应的采样点落在 N 个任意但不相同的位置。
因此， NDFT 可看做是 DFT 的一般形式， 而 DFT 是 NDFT 中的一种特殊情况。

尽管长久以来， 人们已经认识到 NDFT 的重要性， 但是因为 NDFT 无法保证酉

不变性， 相应的快速变换算法一直未能获得具体的发展。 自 20 世纪 90 年代中期以

来， 出现了一些使用近似算法的快速 NDFT 算法[N27，N35，N30]。
NDFT 的应用领域包括有效的频谱分析、 滤波器设计、 天线模式合成、 双音多

频 （Dual - Tone Multi - Frequency， DTMF） 信号的解码[N16]、 合成孔径雷达 （Syn-
thetic Aperture Radar， SAR）、 探地雷达 （Ground Penetrating Radar， GPR）、 天线设

计[N43]、 磁共振成像 （Magnetic Resonance Imaging， MRI）、 X 射线断层扫描 （Com-
puterized Tomography， CT） [N37]等。 其中一些应用涉及将均匀采样的图像非均匀地

变换到频域， 而另外一些应用对非均匀采样得到的图像进行均匀变换。
本章， 我们将研究 NDFT， 其采样点在时域或频域中可能是非均匀分布的。 由

于许多应用涉及在任意点分析频率成分， 我们重点研究频域非均匀采样。 在下面的

小节中我们定义一维和二维 NDFT， 并将这些性质与其他章节中给出的均匀 DFT 的

性质进行对比分析。 快速算法和反变换是 NDFT 发展的主要障碍， 本章也将讨论相

关内容。 最后我们将讨论其在 MATLAB 中的一些应用和实现。

7. 2　 一维非均匀离散傅里叶变换 （NDFT）

7. 2. 1　 均匀采样序列的离散傅里叶变换

首先， 考虑连续域内傅里叶变换的定义： 在某些特定的情况下， 函数 x（ t）的



傅里叶变换存在， 且可被定义为

X（ω） = ∫∞
-∞

x（ t）e
- jωt

dt （7. 1）

式中， ω = 2πf； f 为时间频率， 单位为 Hz。 通过傅里叶反变换， 原始信号可被恢复

成如下形式：

x（ t） = 1
2π ∫

∞

-∞
X（ω）e

jωt
dω （7. 2）

现在我们从傅里叶变换定义的角度考虑 DFT。 此时， 我们有信号 x（ t）在规则

的间隔时间 Ts （即采样间隔） 采样的 N 个样本点。 注意， 这个信号在空间域同样

可能是一个函数。 在实际情况中， 信号 x（ t）的持续时间不是无限长的， 但它的整

体持续时间为 T = NTs， 我们有 x（ t）在均匀时间间隔上的一组样本点{xn}。 我们可

以定义 xn = x（ tn）。 其中， tn = nTs， 是采样坐标， n = 0， 1， …， N - 1。
对于 DFT 的情况， 我们不仅希望信号是离散、 不连续的， 而且还希望作为时

间频率的函数， 傅里叶变换在频域内也仅被定义在有规律的点上。 也就是说， 函数

X（ω）并不是对每一个 ω 都有定义， 而仅对一些特定的 ωm 值才有定义。 同时， 我

们希望 X（ωm）的间隔也是有规律的， 这样所有的采样 ωm 都是主频
1
T 的倍数， 即

ωm = 2π
T m。 其中， m = 0， 1， …， N - 1。 注意， T 为信号 x（ t）持续的有限时间， 我

们希望在这个时间内定义 x（ t）的 DFT。 同时注意， 我们假设频域内的采样点数等

于时域内的采样点数， 均为 N。 这并不是一个必要条件， 但它简化了符号标记。 将

式 （7. 1） 直接扩展到离散域， 则有：

X（ωm） = ∑
N-1

n = 0
x（ tn）e - jωmtn （7. 3）

考虑到 ωm 仅定义在离散的值
2π
T m， tn 也仅定义在离散值 nTs， 式 （7. 3） 可以

重新写为

X（ωm） = ∑
N-1

n = 0
x（ tn）e - j（m2π

T ）（nTs） = ∑
N-1

n = 0
x（ tn）e - j（m 2π

NTs
）（nTs） （7. 4）

现在可以简化公式， 使用 m 表示与 ωm 相关， 用 n 表示与 tn 相关。 因此， 离散

傅里叶变换的最终定义为

XF（m） = ∑
N-1

n = 0
x（n）e - j2πN nm = ∑

N-1

n = 0
x（n）Wnm

N m = 0，1，…，N - 1 （7. 5）

式中， WN = e - j2πN 。 离散傅里叶反变换定义为

x（n） = 1
N∑

N-1

m = 0
XF（m）ej2πN nm = 1

N∑
N-1

m = 0
XF（m）W -nm

N 　 n = 0，1，…，N - 1 （7. 6）
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7. 2. 2　 非均匀离散傅里叶变换的定义

现在我们将 DFT 的定义和计算从规则采样扩展到非规则采样域。 一般来说，
NDFT 的定义与式 （7. 3） 中给出的一样， 只要考虑到时间域 （ tn ） 和 /或频率域

（ωm）上的采样可能是不规则的。
NDFT 是均匀离散傅里叶变换的扩展， 而后者是前者的一种特殊情况。 在这

里， 均匀 DFT 是等间隔数据 x（n）的傅里叶变换在等间隔的网格上进行分析的。 假

设时间采样坐标为{ tn， n = 0， 1， …， N - 1}∈[0， N）， 频率采样坐标为{ωm， m
= 0， 1， …， N - 1}∈[0， N）。 参考文献 [N19] 给出了四种不同类型的广义

DFT， 具体形式见下文。 复数序列 x = {x（ t0）， …， x（ tN - 1）}与其相应的指数方程

卷积得到它的谱函数 X = {X（ω0）， …， X（ωN - 1）}。 如果在等间隔的网格点上估计

等间隔数据 x（n） 的傅里叶变换，则将 tn、 ωm 分别用 n 和 m 替换。
（1） NDFT -1： 非均匀时间采样点和均匀频率采样点。 从磁共振成像中得到的

图像属于这种情况[N37]。 NDFT -1 非均匀离散傅里叶变换定义如下：

X（m） = 1
N
∑
N-1

n = 0
x（ tn）exp

- j2πmtn
N

 
 
 

 
 
 　 m，n = 0，1，…，N - 1 （7. 7）

（2） NDFT -2： 均匀时间采样点和非均匀频率采样点。 从普通相机获取的图

像属于这种情况。 NDFT -2 非均匀离散傅里叶变换定义如下：

X（ωm） = 1
N
∑
N-1

n = 0
x（n）exp - j2πnωm

N
 
 
 

 
 
 　 m，n = 0，1，…，N - 1 （7. 8）

（3） NDFT -3： 非均匀时间采样点和非均匀频率采样点。 从非规则的采样设

备获取并变换到非规则频域的图像则属于这种情况。 NDFT - 3 非均匀离散傅里叶

变换定义如下：

X（ωm） = 1
N
∑
N-1

n = 0
x（ tn）exp

- j2πωm tn
N

 
 
 

 
 
 　 m，n = 0，1，…，N - 1 （7. 9）

（4） NDFT -4： 均匀时间采样点和均匀频率采样点。 传统的 DFT 属于这种情

况， 具体的定义见 （7. 5）。
然而在实际应用中， 我们希望考虑更为严格的情况。 其中一个情况就是非等间

隔数据 x（ tn）， n = 0， 1， …， N - 1 的傅里叶变换在等间隔网格上进行分析 （即
NDFT -1）。 从而， 由非等间隔采样到等间隔采样的扩展， 为非等间隔时间样本点

提供了一个有效的变换工具， 如医学图像分析[N37]。 除非有一些先验知识， 时域的

任意点采样应该用特定的、 难以适用于信号特性的条件来定义。
另一种可能的考虑， 就是用非等间隔的网格点 ωm， m = 0， 1， …， N - 1， 来

估计等间隔数据 x（n）的傅里叶变换 （即 NDFT - 2）。 如图 7. 1 所示， 这个方案对

于在任意频率点获得频谱更加灵活。 在特定的应用中， 如频谱分析， 通常更倾向于

根据频谱特性， 对 Z 变换 X（ z）在 z 平面单位圆上非等间隔分布的点进行分析。 频
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域中频谱更集中的部分， 就应该分配更多的采样点。 粗略的分析对于幅度较小分量

并不会引起严重的误差。

图 7. 1　 DFT 和 NDFT 在 z 平面单位圆上的 8 个频率点

NDFT 的实现可以通过直接将 NDFT 矩阵与数据矩阵相乘来实现， 或者用本章

后面将要讲到的快速乘法来实现。 直接相乘法对于理解变换的概念很有帮助。 为了

方便比较， 下面分别给出了 DFT 和 NDFT 正向变换和反变换的 MATLAB 函数。
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7. 2. 3　 NDFT 的性质

根据上文的定义， 序列 x（n）的NDFT 在 z 域用X（zk）表示， 序列的DFT 在其单位圆

上， 用 XF（k）表示 （见图 2. 3b）。 因此， DFT 的某些性质也同样适用于 NDFT 运算。
1. 线性性质

设 x1（n）
NDFT

X1（ zk）和 x2（n）
NDFT

X2（ zk）， 则有

[α1x1（n） + α2x2（n）]
NDFT

[α1X1（ zk） + α2X2（ zk）] （7. 10）
式中， α1 和 α2 为常数。 因此， 就像 DFT 一样， NDFT 也是线性运算。

如果两个信号的长度不同， 也就是 x1（n） 的长度是 N1， x2（n） 的长度是 N2，
那么这两个序列的线性组合的最大长度是 N = max（N1， N2）。 如果一个序列的长度
较小， 则需要在线性操作之前将它提前补零， 以达到相同的长度。

2. 复共轭

对于 N 点 DFT 和 NDFT， 有

x∗（n）
NDFT

X∗（ z∗k ） （7. 11）
式中， x∗（n）为 x（n）的共轭。 x∗（n）的 NDFT 为

FN[x∗（n）] = ∑
N-1

n = 0
x∗（n） z -nk = ∑

N-1

n = 0
x（n）（ z∗k ） -n{ }

∗ = X∗（ z∗k ） （7. 12）
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式中， FN[x∗（n）]表示 x∗（n）的 NDFT。 因此， 原始序列的共轭将引起其 NDFT 的

共轭， 在 z 域内的共轭样本点上进行估计。
3. 序列的实部

一个序列的实部的 NDFT 是自身 NDFT 和其共轭的均值， 即

Re {x（n）}
NDFT 1

2 {X（ zk） + X∗（ z∗k ）} （7. 13）

由于 x（n）的实部由 xr（n） = 1
2 {x（n） + x∗（n）}给出， 因此其 NDFT 可以应用线性

和复共轭的性质得到， 即

FN[xr（n）] = 1
2 {X（ zk） + X∗（ z∗k ）} （7. 14）

4. 序列的虚部

jIm {x（n）}
NDFT 1

2 {X（ zk） - X∗（ z∗k ）} （7. 15）

由于序列 x（n）的虚部可以表示为 xi（n） = 1
j2 {x（n） - x∗（n）}， 其 NDFT 可以应用

线性和复共轭的性质得到， 即

FN[jxi（n）] = 1
2 {X（ zk） - X∗（ z∗k ）} （7. 16）

5. 时域平移

设有正整数 q0， 考虑任意间隔的离散时域信号 x（n - q0）u（n - q0）， 它由 x（n）
u（n）平移 q0 步长得到， 则

x（n - q0）u（n - q0）
NDFT ∑

N-1+q0

n = 0
x（n - q0）u（n - q0） z -nk （7. 17）

由于当 n < q0 时有 u（n - q0） = 0， 而当 n≥q0 时有 u（n - q0） = 1， 则

x（n - q0）u（n - q0）
NDFT ∑

N-1+q0

n = q0

x（n - q0） z -nk （7. 18）

将式 （7. 18） 中右边的求和改变一下上标。 令 m = n - q0， 则有 n = m + q0。 那

么， 当 n = q0 时 m = 0， 当 n = N - 1 + q0 时 m = N - 1。 因此可得

∑
N-1+q0

n = q0

x（n - q0） z -nk = ∑
N-1

m = 0
x（m） z -（m+q0）

k = z -q0k ∑
N-1

m = 0
x（m） z -mk = z -q0k X（ zk） （7. 19）

将此式与式 （7. 18） 结合将产生变换对， 即

x（n - q0）u（n - q0）
NDFT

z - q0
k X（ zk） （7. 20）

这说明在时域的平移将导致非均匀离散傅里叶变换 X（zk）与复因子 z - q0
k 的相乘。

6. 与 αn
s 的乘积

αn
s x（n）

NDFT
X zk

αs

 

 
 

 

 
 （7. 21）

对任意非零实数或者复数 αs，与序列相乘的 NDFT 为
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FN[αn
s x（n）] = ∑

N-1

n = 0
αn

s x（n） z -nk = ∑
N-1

n = 0
x（n） zk

αs

 
 
 

 
 
 

-n

= X zk
αs

 
 
 

 
 
 （7. 22）

7. 时域反转

x（ - n）
NDFT

X 1
zk

 

 
 

 

 
 （7. 23）

x（ - n）的 NDFT 计算如下：

FN[x（ - n）] = ∑
0

n = -N+1
x（ - n） z -nk （7. 24）

令 m = - n， 则有

FN[x（ - n）] = ∑
N-1

m = 0
x（m） zmk = X 1

zk
（ ） （7. 25）

可见， 序列在时域反转引起采样点在 z 平面上的位置取倒数。

7. 2. 4　 NDFT -2 示例

本章的目的是推导信号 DFT 后在频域进行非均匀采样， 非均匀样本点将用

NDFT 进行变换。 例如， 假设图 7. 2 所示信号是两个正弦信号的混合， 即 0. 2π 和

图 7. 2　 DFT 的结果

a） 输入序列为 50 个采样点　 b） 图 a 的 DFT 输出　 c） 输入序列为 100 个采样点
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图 7. 2　 DFT 的结果 （续）
d） 图 c 的 DFT 输出

0. 7π。 信号的 DFT 可以通过规则采样间隔得到 （见图 7. 1）。 我们假设采样点数无

限多， 也就是说信号持续无限长时间， 这样信号在频域内的相应将会是无限短的。
然而， 图 7. 2a 所示的有限采样点信号的 DFT 并没有显示出合适的频率分析，

而是导致了图 7. 2b 中在 0. 2π 和 0. 7π 附近有很宽的频谱范围。 如图 7. 2c 所示， 我

们用更多的采样点获得了改进的性能， 但是在 0. 2π 和 0. 7π 这两个主频附近仍然

含有额外的频率成分。 这意味着一个信号所包含的频率分量中， 其单位脉冲响应是

通过时域无限多的采样点得到的， 这在现实的情况下是不可行的。 换句话说， 为了

获得精确的频域特性， 信号在时域应该是无限长的。 因此， 我们需要引入一种在频

域内非均匀分配采样点的新概念， 使得采样点在特定频率范围内密集分布， 同时在

不太重要的频率范围减少采样点的数量。 NDFT 产生主要频谱的最优逼近。
上述实验的 MATLAB 程序代码如下：
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为了计算 NDFT， 我们在两个主频的周围设定非均匀采样间隔。 这一过程可以

通过手动调节或图 7. 3 所示的在质心重采样方法来实现[ N44 ]。 注意， Rn 中一组有

限点 x1， x2， …， xk 的质心 C 定义为

C =
x1 + x2 +… + xk

k （7. 26）

式中， Rn 为所有具有实数元的 n × 1 的矩阵。 在这个例子中， NDFT 中样本的顺序

是非线性分配的， 并且集中在主频附近。 这种非线性重采样可以在 DFT 域实现，
步骤如下：

（1） 使用 DFT， 进行频域等间隔采样。
（2） 以一定的比例 （大于 2） 在采样区间进行插值， 并基于曲线拟合来重塑

幅度谱， 例如三次样条函数曲率[ B6，296 ]。
（3） 以质心的概念， 对插值采样点进行重采样， 获得与等间隔采样一样的采

样点数。
（4） 使用非等间隔频率重采样实现 NDFT。

图 7. 3　 通过采样过密和质心的概念进行非均匀重采样

频域重采样是基于 1 ～10 的插值比和质心实现的。 这是为了得到与原始采样相同的

采样点数。 图 7. 4 给出的结果显示了最优的能量分布和重采样得到有限的频率分量。

图 7. 4　 基于插值和质心的重采样结果 （在频谱幅度较大时进行更密集的采样，
下图给出了使用重采样点时 NDFT 的输出）
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下面的指令是基于输入信号的 FFT 来实现使用 NDFT 检测两个主频的。 其中，
过采样因数为 10 倍， 用质心的概念进行重采样获得与输入相同的 50 个采样点， 前

向 NDFT 的 MATLAB 的程序代码如下：
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另外一个例子是通过上 /下线性插值来检验 NDFT 和 INDFT （NDFT 的反变

换）， 证明了将在 7. 3 节中讨论的合理近似方法， 如图 7. 5 所示。 其 MATLAB 的程

序代码如下：

图 7. 5　 基于上 /下插值和 FFT 反变换的 NDFT 及 INDFT
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7. 3　 NDFT 的快速算法

7. 3. 1　 前向 NDFT

NDFT 的计算可以直接通过乘法和加法运算来实现。 计算 NDFT 的每一个复数

样本点， 我们都需要 N 次复数乘法和 N -1 次复数加法， 即 4N 次实数乘法和 （4N -
2） 次实数加法。 因此， 计算 N 个样本的计算复杂度大概与 N2 成正比。 注意， 这

个复杂度同直接计算 DFT 是一样的。 然而， 由于 DFT 使用正交基函数， 可以使用

FFT 实现快速算法， 但 Cooley 和 Tukey 算法[N3]则不能用于 NDFT。
DFT 可以定义为 Z 变换的一个子集， 因为频率域的采样点都落在单位圆上。

现在我们将采样点扩展到 z 平面的任意点。 因此， N 点 NDFT 被定义为 Z 变换的任

意的 N 点频率采样， 表示形式如下：

Xndft（ zm） = ∑
N-1

n = 0
xnz -nm （7. 27）

式中， zm 为感兴趣的复数点， 这些点的间隔可以是非规则的。
式 （7. 27） 可以重新写为矩阵形式 X = [D]x。 其中， 矩阵[D]及向量 X 和 x 为
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X =

Xndft（ z0）
Xndft（ z1）

︙
Xndft（ zN - 1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

，　 x =

x[0]
x[1]
︙

x[N - 1]

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

，

[D] =

1 z - 1
0 z - 2

0 … z - （N - 1）
0

1 z - 1
1 z - 2

1 … z - （N - 1）
1

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
1 z - 1

N - 1 z - 2
N - 1 … z - （N - 1）

N - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（7. 28）

注意， 矩阵乘法需要 O（N2）次运算复杂度。
7. 3. 1. 1　 霍纳嵌套相乘方法

霍纳 （Horner） 方法[N7]是一种递归的算法， 可以减少内存大小， 仅保持两个
乘法系数。 式 （7. 27） 可以写为

Xndft（ zm） = ∑
N-1

n = 0
xnz -nm = z -（N-1）

m ∑
N-1

n = 0
xnzN-1-n

m = z -（N-1）
m Am （7. 29）

其中

Am = ∑
N-1

n = 0
xnzN-1-n

m = x0 zN-1
m + x1 zN-2

m + … + xN-2 zm + xN-1

它也可以表示成一个嵌套的结构， 这种结构可以很容易用递归算法计算， 即
Am = （…（x0 zm + x1） zm +…） zm + xN - 1 （7. 30）

【例】　 当 N = 3 时， Am = （（x0 zm + x1） zm + x2） zm + x㊀
3

最小的嵌套输出是 y1 = y0 zm + x1， 初始条件是 y0 = x0， 式 （7. 30） 可以用递归

差分方程表示为 yn = yn - 1 zm + xn。 当这个算法运行 N 次， 我们则可以获得最终结果

Am = yN - 1。 因此， 计算第 m 个 NDFT 样本只需要两个乘法系数 （ zm 和 z - （N - 1）
m ）， 这

样就减少了输入信号所需的内存 （缓存） 大小。 但是这种算法的复杂度需要 4N 次

的实数乘法和 （4N - 2） 次的实数加法， 这和直接计算的方法复杂度相同。
霍纳算法可以用如下的 MATLAB 程序代码来实现：

　 　 ㊀　 原书此处将 zm 错印为 z。 译者注
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7. 3. 1. 2　 Goertzel 算法

序列 xn 的 NDFT 是落在 z 平面上任意 N 点的 Z 变换。 为了减少计算复杂度，
NDFT 可以用落在以原点为中心的单位圆上的点 （即 zm = ejωm） 估计。 其中， ωm 是

角频率。 Goertzel 算法[N2，M13]用三角序列进行表述， 每一个 NDFT 样本仅需要三个

系数： cos ωm， sin ωm 和 e - j（N - 1）ωm。 则式 （7. 27） 可以写为

　 　 　 　 　 Xndft（ zm） = ∑
N-1

n = 0
xnz -nm = z -（N-1）

m ∑
N-1

n = 0
xnzN-1-n

m

= e - j（N-1）ωm∑
N-1

n = 0
xnej（N-1-n）ωm = e - j（N-1）ωmAm （7. 31）

其中

Am = ∑
N-1

n = 0
xnej（N-1-n）ωm

这是由于

z - n
m = z - （N - 1）

m zN - 1 - n
m

我们可以将 Am 进一步分解成余弦和正弦的成分：
Am = Cm + jSm （7. 32）

其中

Cm = ∑
N-1

n = 0
xncos [（N - 1 - n）ωm]，Sm =∑

N-1

n = 0
xnsin [（N - 1 - n）ωm]

由于每一个成分需要 N 个系数， 我们需要 2N 点的计算。 为了减少复杂度， 定

义部分和为

C（ i）
m = ∑

i

n = 0
xncos [（N - 1 - n）ωm] i = 0，1，…，N - 1 （7. 33a）

S（ i）
m = ∑

i

n = 0
xnsin [（N - 1 - n）ωm] i = 0，1，…，N - 1 （7. 33b）

如果 i = N - 1， 则有 C（N - 1）
m = Cm， S（N - 1）

m = Sm。 通过分析式 （7. 33）， 我们观

察到

C（1）
m = x0cos [（N - 1）ωm] + x1cos [（N - 2）ωm] （7. 34）

考虑三角恒等式：
cos（α + b） = cosαcosb - sinαsinb （7. 35a）
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cos（α - b） = cosαcosb + sinαsinb （7. 35b）
将式 （7. 35a） 和式 （7. 35b） 相加得

cos（α + b） = 2cosαcosb - cos（α - b） （7. 35c）
则可得出式 （7. 34） 中的余弦方程 cos[（N - 1）ωm]可以表示为

　 　 　 cos [（N - 1）ωm] = cos {[（N - 2） + 1]ωm}
= 2cos [（N - 2）ωm]cos ωm - cos [（N - 3）ωm]

然后式 （7. 34） 可以重新写为

C（1）
m = （2x0cosωm + x1）cos[（N - 2）ωm] - x0cos[（N - 3）ωm] （7. 36a）

下一个部分和可以表示为

C（2）
m = （2x0cosωm + x1）cos[（N - 2）ωm] + （x2 - x0）cos[（N - 3）ωm] （7. 36b）

类似地， 有

C（3）
m = （2g2cosωm + x2 - x0）cos[（N - 3）ωm] + （x2 - g2）cos[（N - 4）ωm]

（7. 36c）
一般的表达式为

C（ i）
m = gicos [（N - i）ωm] + hicos [（N - i - 1）ωm] i = 1，2，…，N - 1

（7. 36d）
其中

g1 = x0， 　 　 　 　 h1 = x1

gi = 2gi - 1cos ωm + hi - 1， 　 hi = xi - gi - 1 　 i = 2， …， N - 1
最后的余弦项表示为

Cm = C（N - 1）
m = gN - 1cosωm + hN - 1 （7. 37）

类似地

　 　 　 　 sin[（N - 1）ωm] = sin {[（N - 2） + 1]ωm}
= 2sin[（N - 2）ωm]cos ωm - sin[（N - 3）ωm]

在式 （7. 33b） 中定义的正弦形式可以重新写为

S（ i）
m = gisin[（N - i）ωm] + hisin[（N - i - 1）ωm]　 　 i = 1，2，…，N - 1

Sm 可以通过对 gi 递归求解来计算：
Sm = S（N - 1）

m = gN - 1sinωm （7. 38）
式中， gi 和 hi 已经在式 （7. 36b） 中定义了。 这种方法将复杂度降低到 O （N）。
总的计算量是 （2N + 4） 次实数相乘和 （4N - 2） 次实数相加。 如果输入是实信

号， 那么它的余弦和正弦形式 （Cm 和 Sm） 也是实数。 因此， 总的计算量减少到

（N + 2） 次实数相乘和 （2N - 1） 次实数相加。
Goertzel 算法可以通过如下的 MATLAB 程序代码实现 （流图如图 7. 6 所示）：
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图 7. 6　 Goertzel 算法流图 （只显示了 Cm 的计算）

7. 3. 2　 NDFT 的逆变换 （INDFT）

通常情况下， INDFT 没有简单的公式形式， 这是因为我们必须为非均匀间隔的
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频率采样推导逆矩阵。 注意， 给定一个 NDFT 向量 X， 通过简单运算确定出信号意

味着 x = [D] - 1X。 逆矩阵可以通过高斯消元[B27]求解线性系统来得到。 这种方法需

要 O（N3）次运算。
INDFT 与多项式插值技术是类似的， 正如从非均匀频率网格重建均匀频率网格

上的信号向量。 我们处理下面的重建或恢复问题。 设 C 代表一组复数。 给定在不

等间隔数据点 p j （其中， j = 0， 1， 2， …， N - 1） 处的值 x j∈C（ j = 0， 1， 2， …，
N - 1）， 目的是重建一个接近于原始样本 x j 的三角多项式 x（p j）， 表示如下：

x（p j） = ∑
k
Xkexp （j2πp j） ≅ x j （7. 39）

即 [E]X≅x
式中，[E]代表了傅里叶反变换的矩阵形式。

一个标准的方法就是用 Moore - Penrose 伪逆求解[N6]， 它可以解决一般的线性

最小方差问题：
最小化‖X‖2 　 　 条件为‖x - [E]X‖2 最小 （7. 40）

上述算法是用来最小化残差 （误差） 范数‖·‖2。 当然， 使用奇异值分解计

算伪逆问题是非常浪费的， 并且完全没有现实可行的方法。
一个更实际的方式是使用加权逼近问题来降低相似误差 r = x - [E]X， 即

min ‖x - [E]X‖[W] （7. 41）
其中

‖x - [E]X‖[W] = （∑
N-1

j = 0
w j x j - x（p j） 2 ）

1
2

式中， [W]代表了对角加权矩阵。
7. 3. 2. 1　 拉格朗日插值方法

拉格朗日 （Lagrange） 插值方法可用于将给定的 NDFT 系数转化为相应序列的

Z 变换[N26]。 如果上述过程可以实现， 则序列 （反变换） 可以被看成是 Z 变换的系

数。 用 N - 1 阶拉格朗日多项式， Z 变换的系数可以表示为

X（ z） = ∑
N-1

m = 0

Lm（ z）
Lm（ zm）

Xndft[m] （7. 42）

其中

Lm（ z） = ∏N-1

i = 0，i≠m
（1 - ziz -1） m = 0，1，…，N - 1

那么， 我们只需挑出 X（ z）中的系数就可以得到原始序列 xn 的采样值。 对于较

短的序列， 如 N < 50 时， 它能给出比较理想的结果。 但是， 当序列很长的时候，
它就会产生无穷大的插值误差。

在此以序列长度 N =3 为例进行说明。 为简化起见， 假设频率点表示为{z[k]} =
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{α，b，c}， NDFT 的样本序列表示为{Xndft[k]} = { X̂[0]，X̂[1]，X̂[2]}， 则 Z 变换可

以表示为

X（ z） =
L0（ z）
L0（α）

X̂[0] +
L1（ z）
L1（b）

X̂[1] +
L2（ z）
L2（c）

X̂[2] （7. 43）

注意， Lk（ zi）在给定的点上是常数。 因此我们将式 （7. 43） 继续展开为

X（ z） = （1 - bz - 1）（1 - cz - 1） X̂[0]
L0（α）

+ （1 - αz - 1）（1 - cz - 1） X̂[1]L1（b）

　 + （1 - αz - 1）（1 - bz - 1） X̂[2]L2（c）
将此式展开到二阶多项式得

X（ z） = （1 - （b + c） z - 1 + bcz - 2） X̂[0]
L0（α）

+ （1 - （c + α） z - 1 + αcz - 2） X̂[1]L1（b）

　 + （1 - （α + b） z - 1 + αbz - 2） X̂[2]L2（c）
x（n）的逆 NDFT （Inverse NDFT） 可以被看作是插值多项式 X（ z）的系数。 因为

{α[n]} = {α0，α1}↔A（ z） = α0 + α1 z - 1

则 x[n]可以用下面的矩阵形式表示：

{x[n]} =
1 1 1

- （b + c） - （c + α） - （α + b）
bc cα αb

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

X̂[0]
L0（α）

X̂[1]
L1（b）

X̂[2]
L2（c）

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

（7. 44）

这个矩阵产生了三个数据点。 然而，由于系数和数据点“所有组合”的性质，上述形

式将导致很高的复杂度。
用拉格朗日插值计算 INDFT 的 MATLAB 程序代码如下：
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尽管非均匀样本点的位置可以是任意的， 但是如果两个样本点距离很近的话，
那么矩阵[A]的条件数 C 将会大幅度增加， 其中 C 定义如下：

C（[A]） =‖[A]‖‖[A] - 1‖ （7. 45）
式中， ‖·‖代表矩阵范数。 对矩阵范数我们有许多不同的定义。 在 MATLAB 中，
用命令 norm （A，′ parameter′） 和 cond （ A，′ parameter′） 检验结果。 如果参数是

“1”， 那么最大绝对误差和‖[A]‖1 可以通过 ‖[A]‖1 = max
j
∑

n

i = 1
αij 计算。 如

果参数是 “2”， 那么（[A] T）∗[A] （其中， （[A] T）∗代表[A]的转置共轭） 最大特

征值的二次方根可以通过‖[A]‖2 = [（[A] T）∗[A]的最大特征值]
1
2 计算， 这也常

被称为矩阵范数。 例如， 已知 2 × 2 正交矩阵[A] =
1 1
1 - 1
 

 
 
 

 

 
 
 ， 而且‖[A]‖1 = 2，

‖[A]‖2 = 2。 条件数计算命令为

C（A） = norm（A，2）∗norm（inv（A），2）
其中， “∗” 在 MATLAB 中代表乘法。 对于所有的矩阵， 矩阵范数都大于 1。 由于

一个矩阵[A]和它的逆矩阵是一一对应的关系。 如果条件数接近 1， 那么就说[A]
是良态的矩阵。 如果条件数是无限大的， 那么这个系统就是奇异的。 如果条件数很

大的话， 那么系统就是非良态的。 这里 “很大” 是指 logC 比矩阵元的精度还要大

（其中 C 为条件数）。
因此， 分级采样的方案可通过引入插值和下采样， 来确定非均匀样本点的位置。

如图 7. 7 所示， 对于重要的区域可进行密集采样， 与此同时其他区域进行稀疏采样。

图 7. 7　 以 2 为因子进行分级插值
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7. 4　 二维 NDFT

与一维 NDFT 相比， 二维 NDFT 可以在时域或频域内实际的非均匀采样位置上

进行计算。 考虑设计者要求的频率， 检测某一个精确频率的特性是可能的。 假设在

频域进行了非均匀采样， 对于一个大小为 N1 × N2 的序列 x （n1， n2）， 其二维 ND-
FT 定义如下：

X（ z1k，z2k） = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
x（n1，n2） z -n11k z -n22k k = 0，1，…，N1N2 - 1 （7. 46）

式中， （ z1k， z2k） 代表了 （ z1， z2） 区域中 N1N2 个不同的点。 只要反变换存在， 这

些点可以被任意选取。
二维序列可以被看作是依次排列的一维序列。 也就是说， N1 × N2 个数据可以

被重组获得 N1N2 个点。 相应的变换矩阵的大小是 N1N2 × N1N2。 在这里， 我们用一

个例子 N1 = N2 = 2 进行说明。 变换的矩阵形式如下：
X = [D]x （7. 47）

其中

X =

X（ z10，z20）
X（ z11，z21）
X（ z12，z22）
X（ z13，z23）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

， x =

x（0，0）
x（0，1）
x（1，0）
x（1，1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

，

D[ ] =

1 z - 1
20 z - 1

10 z - 1
10 z - 1

20

1 z - 1
21 z - 1

11 z - 1
11 z - 1

21

1 z - 1
22 z - 1

12 z - 1
12 z - 1

22

1 z - 1
23 z - 1

13 z - 1
13 z - 1

23

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

7. 4. 1　 二维采样结构

7. 4. 1. 1　 均匀的三角结构

长期以来， 图 7. 8a 所示的这种规则结构在许多频率分析和处理中获得了应用，
传统的均匀 DFT 擅长处理这种结构下的样本。 相应的变换从本质上是可分离的。
7. 4. 1. 2　 非均匀矩形结构

这种情况下， 采样点落在 （ z1， z2） 区间内矩形网格的节点上， 如图 7. 8b 所

示。 z1 和 z2 坐标之间的间隔是非均匀的， 但是线条 （行或列） 互相平行。 只要是

不同的行列， 行列之间的距离是任意选择的。
由于所有的点定义在一条直线上， 所以变换的运算是可以分离的， 并且可以表
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图 7. 8　 二维情况下的频率采样结构

a） 均匀的矩形　 b） 非均匀的矩形结构　 c） 平行线上的非均匀结构　 d） 任意的非均匀结构

示成如下更为简单的矩阵形式：
[X] = [D1][x][D2] T （7. 48）

其中

[X] =

X（ z10，z20） X（ z10，z21） … X（ z10，z2，N2 - 1）

X（ z11，z20） X（ z11，z21） … X（ z11，z2，N2 - 1）

︙ ︙ ⋱ ︙
X（ z1，N1 - 1，z20） X（ z1，N1 - 1，z21） … X（ z1，N1 - 1，z2，N2 - 1）

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[x] =

x（0，0） x（0，1） … x（0，N2 - 1）
x（1，0） x（1，1） … x（1，N2 - 1）

︙ ︙ ⋱ ︙
x（N1 - 1，0） x（N1 - 1，1） … x（N1 - 1，N2 - 1）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

[D1] =

1 z - 1
10 z - 2

10 … z - （N1 - 1）
10

1 z - 1
11 z - 2

11 … z - （N1 - 1）
11

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
1 z - 1

1，N1 - 1 z - 2
1，N1 - 1 … z - （N1 - 1）

1，N1 - 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[D2] =

1 z - 1
20 z - 2

20 … z - （N2 - 1）
20

1 z - 1
21 z - 2

21 … z - （N2 - 1）
21

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
1 z - 1

2，N2 - 1 z - 2
2，N2 - 1 … z - （N2 - 1）

2，N2 - 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

式中， [D1]和[D2]分别称为大小为 N1 × N1 和 N2 × N2 的范德蒙矩阵。 这种形式的

矩阵有时被称为交替矩阵[N11]。 范德蒙矩阵的行列式有一个特殊的简洁形式：

det [D1] = ∏
i≠j，i > j

（ z -11i - z -11j ）

由于这种结构产生了可分离的变换， 矩阵[D]可以用克罗内克积的形式表示为

[D] = [D1]⊗[D2] （7. 49）
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应用克罗内克积⊗的一个性质， 矩阵[D]的行列式可以重新写为

　 　 　 　 　 det [D] = （det [D1]） N2（det [D2]） N1

= ∏
i≠j，i > j

（ z - 1
1i - z - 1

1j ） N2 ∏
p≠q，p > q

（ z - 1
2p - z - 1

2q ） N1
（7. 50）

因此， 假如[D1]和[D2]是非奇异的， 那么矩阵[D]是非奇异的。 也就是说， 如果

z10， z11， …， z1，N1 - 1和 z20， z21， …， z2，N2 - 1这些点是不同的， 用于计算矩阵的自由

度则从二维 NDFT 情形下的 N1N2 下降到 N1 + N2。 通过二维 NDFT 的反变换来得到

二维数据， 可以分别通过计算两个分离的、 大小为 N1 和 N2 的线性系统来实现。 这

一过程需要 O（N3
1 + N3

2）次运算， 而不是 O（N3
1N3

2）次运算。
7. 4. 1. 3　 平行线非均匀结构

如图 7. 8c 所示， 由于各点沿着行的方向非均匀分布， 这种结构不一定能够应

用可分离的操作。 然而， 这种情况下， 二维 NDFT 矩阵可以表示为广义克罗内克积

的形式。
[D] = [D2]⊗[D1] （7. 51）

式中， [D1]为一个 N1 × N1 的范德蒙矩阵； {[D2]}定义为一系列 N1（N2 × N2）的范

德蒙矩阵[D2i]， i = 0， 1， …， N1 - 1， 表示为

{[D2]} =

[D20]
[D21]
︙

[D2，N1 - 1]

 

 

 

 
  

 
  

 

 

 

 
  

 
  

（7. 52）

其中

[D2i] =

1 z - 1
20i z - 2

20i … z - （N2 - 1）
20i

1 z - 1
21i z - 2

21i … z - （N2 - 1）
21i

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
1 z - 1

2，N2 - 1，i z - 2
2，N2 - 1，i … z - （N2 - 1）

2，N2 - 1，i

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 i = 0，1，…，N1 - 1

这意味着

[D] =

[D20]⊗d0

[D21]⊗d1

︙
[D2，N1 - 1]⊗dN1 - 1

 

 

 

 
  

 
  

 

 

 

 
  

 
  

（7. 53）

式中， di 表示矩阵[D1]中的第 i 个行向量。 [D]的行列式则可以写为

det [D] = （det [D1]） N2∏
N1-1

i = 0
det [D2i] （7. 54）

因此， 如果[D1]和[D2i]是非奇异的， 则[D]是非奇异的。 在这种情况下， 变换是

部分可分离的。
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7. 4. 1. 4　 任意采样结构

如图 7. 8d 所示， 由于频率域的样本点是随机的， 可分离变换将不能获得保证。
在这种情况下， 应当采用连续的一维变换。 所有的变换矩阵都应比可分离的情况要

大， 需要更高的复杂度。

7. 4. 2　 二维非均匀矩形采样的例子

下面给出实现非均匀矩形采样结构 （见图 7. 8b） 二维 NDFT 的 MATLAB 程序

代码：

测试图像数据二维 NDFT 的程序代码示例如下：
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在仿真中， 非均匀采样结构的选取是最受关注的。 例如， 我们设计了一个图

7. 9 所示的强调低频的结构， 这一结构在低频部分有很密集的采样， 然而在高频部

分采样较稀疏。 二维 NDFT 的变换结果在图 7. 10 中给出， 并将其与均匀的 DFT 进

行了对比。 从图中可以看出， 代表低频分量的中间区域在图 7. 10c （原书此处将图

7. 10c 错印为图 7. 10b。 ———译者注） 所示图像中得到了扩张， 这是由于在这部分

区域有更多的采样点。

图 7. 9　 频率采样结构的例子

a） 均匀矩形　 b） 非均匀矩形

图 7. 10　 二维 NDFT 的结果

a） 输入图像　 b） 均匀采样　 c） 非均匀采样

7. 5　 使用 NDFT 设计滤波器

7. 5. 1　 低通滤波器的设计

回想一下线性相位 （Linear - phase） 低通滤波器 （Low - pass Filter， LPF） 的

设计， 考虑滤波器抽头个数 N 为奇数。 我们假设滤波器的脉冲响应是实对称

的， 有
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h[n] = h[N - 1 - n]　 　 n = 0，1，…，N - 1 （7. 55）
即

h[0] = h[N - 1]，h[1] = h[N - 2]，…
滤波器的频率响应用时域 DFT 的表示形式如下：

H（ejω） = ∑
N-1

n = 0
h[n]e - jωn （7. 56）

由于滤波器是对称的， 所以上式可以扩展为

H（ejω） = h N - 1
2（ ）e - jω（N-1

2 ） + ∑
（N-1）

2

n = 1
h N - 1

2 - n（ ） [ e - jω（N-1
2 -n） + e - jω（N-1

2 +n） ]

= h N - 1
2（ ） + 2∑

（N-1）
2

n = 1
h N - 1

2 - n（ ） 12 ejωn + e - jωn（ ）[ ]e - jω（N-1
2 ）

因此

H（ejω） = ∑
（N-1）

2

k = 0
r[k]（cos （ωk））e - jωN-1

2 = R（ω）e - jωN-1
2 （7. 57）

式中， 幅度函数 R（ω）为 ω 的实、 偶、 周期性函数， 表示为[N26]

R（ω） = ∑
（N-1）

2

k = 0
r[k]cos （ωk） （7. 58）

其中

r[0] = h[N - 1
2 ]

r[k] = 2h[N - 1
2 - k] k = 1，2，…，N - 1

2

（7. 59）

现在， 我们需要通过通带 （passband） 边界 ωp、 阻带 （stopband） 边界 ωs， 以及通

带和阻带的峰值波动 δp 和 δs， 来定义希望得到的频率响应。
切比雪夫 （chebyshev） 滤波器[B19，B40] 在通带 （类型Ⅰ） 或阻带 （类型Ⅱ） 存

在等波纹现象， 有一定可以接受的容忍度， 如图 7. 11 所示。 此外， 在通带和阻带

之间特别设计了过渡带， 从而使滤波器的幅度响应能够平滑地下降。 切比雪夫滤波

器可以由如下 MATLAB 程序代码实现：
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图 7. 11　 类型Ⅰ和类型Ⅱ的第五阶切比雪夫滤波器 （幅度响应）

7. 5. 1. 1　 产生期望的频率响应

实数取值的幅度响应 R（ω）可以分解为通带 Rp（ω）和阻带 Rs（ω）两部分：

R（ω） =
Rp（ω），　 　 0≤ω≤ωp

Rs（ω），　 　 ωs≤ω≤π{ （7. 60）

式中， Rp（ω）和 Rs（ω）定义为[N14]

Rp（ω） = 1 - δpTP（Xp（ω）） （7. 61）
Rs（ω） = - δsTS（Xs（ω）） （7. 62）

式中， TM（·）代表 M 阶切比雪夫多项式， 即
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TM（x） =
cos （Mcos - 1（x）），　 - 1≤x≤1
cosh （M cosh - 1（x）），　 | x | > 1{ （7. 63）

切比雪夫多项式在频率范围内产生小于或等于 ± 1 的等波纹，在频率范围外是

单调的。 这里，需要使用函数 Xp（ω）和 Xs（ω）， 分别将切比雪夫多项式 Xp（ω）和 Xs

（ω）映射到通带的区间范围 0≤ω≤ωp 和阻带 ωs≤ω≤π。 这个映射可以通过如下设

置 Xp（ω）和 Xs（ω）来完成：
Xp（ω） = Acos（αω + b） + B
Xs（ω） = Ccos（cω + d） + D

（7. 64）

这里我们可以通过对滤波器响应 Rp（ω）和 Rs（ω）的进行合理的限制， 来获得所需

的 8 个参数 α， b， c， d， A， B， C， D。 具体步骤如下：
1. 参数 b
由于式 （7. 60） 中的响应 R（ω）关于 ω = 0 是偶对称的， 则

Rp（ω） = Rp（ - ω）和 Xp（ω） = Xp（ - ω） （7. 65）
将 （7. 64） 式中的 Xp （ω） 代入式 （7. 65） 得

cos（αω + b） = cos（ - （αω - b）） = cos（αω - b）
因此， b 应该等于 π， 即

b = π （7. 66）
2. 参数 d
为了推导其他参数， 我们假设 Rs（ω）关于 ω = π 对称， 则

Rs（ω + π） = Rs（ - ω + π）和 Xs（ω + π） = Xs（ - ω + π） （7. 67）
将式 （7. 67） 中的 Xs（ω）用式 （7. 64） 中的代替， 得

cos（cω + （cπ + d）） = cos（ - cω + （cπ + d））
因此， （cπ + d） 应该等于 π， 则

d = π（1 - c） （7. 68）
3. 参数 α
在通带结束处， 即 ω = ωp 时， 式 （7. 61） 中的频率响应 Rp（ω）应该等于 1 - δp

才能满足暂态响应， 即

Rp（ωp） = 1 - δp （7. 69）
再根据式 （7. 61）， 得

TP（Xp（ωp）） = 1 （7. 70）
由式 （7. 63） 中 TM （·） 的定义， 可以得出 Xp （ωp） = 1。 将此带入式 （7. 64），
可得

Xp（ωp） = Acos （αωp + b） + B = 1 （7. 71）
式中， 参数 b 由式 （7. 66） 得出。 应用三角函数的性质， 有

α = 1
ωp

cos - 1 B - 1
A

 

 
 

 

 
 （7. 72）
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4. 参数 c
在阻带的起始点 ω = ωs 处， 式 （7. 61） 中的频率响应 Rs（ω）应该等于 δs 才能

满足暂态响应， 即

Rs（ωs） = δs （7. 73）
这意味着在式 （7. 62） 和式 （7. 63） 中有

TS（Xs（ωs）） = 1 和 Xs（ωs） = 1 （7. 74）
使用式 （7. 64） 中 Xs（ω）的形式， 可以得

Xs（ωs） = Ccos （cωs + d） + D = 1 （7. 75）
式中， 参数 d 由式 （7. 68） 获得。 应用三角函数的性质， 则

c = 1
ωs - πcos - 1 D - 1

C
 

 
 

 

 
 （7. 76）

5. 参数 B
对于 N 为奇数的切比雪夫滤波器， Rp（ω）极值发生在 ω = 0 处。 此时有

Rp（0） = 1 + δp （7. 77）
从式 （7. 61） 得

TP（Xp（0）） = - 1 （7. 78）
从式 （7. 63） 的定义可知：

cos（Mcos - 1（Xp（0））） = - 1
cos - 1（Xp（0）） = π，如果 M = 1

Xp（0） = - 1
将式 （7. 64） 中的 Xp（ω）代入上式， 并且使用式 （7. 66） 中 b 值 （原书此处

将式 （7. 66） 错印为式 （7. 68）。 ———译者注）， 得

B = A - 1 （7. 79）
（原书此处公式错印为 D = C - 1。 ———译者注）

6. 参数 D
对于 N 为奇数的切比雪夫滤波器， Rs（ω）极值发生在 ω = π 处， 即

Rs（π） = - δs （7. 80）
（原书此处公式将 Rs （π） 错印为 Rp （π）。 ———译者注）

从式 （7. 62） 可知

TS（Xs（π）） = - 1 （7. 81）
从式 （7. 63） 的定义可知

Xs（π） = - 1
将 Xs（ω）以式 （7. 64） 中的形式代替， 并且用式 （7. 68） 中 d 值 （原书此处将式

（7. 66） 错印为式 （7. 68）。 ———译者注）， 则可求出

D = C - 1 （7. 82）
（原书此处公式错印为 B = A - 1。 ———译者注）
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7. 参数 A
通带响应的最小值定义为

min（Rp（ω）） = - δs （7. 83）
即 Rp（ω）必须大于阻带波纹的负值。 我们将这个条件限制用于式 （7. 61）， 得

TP（Xp（ω））→max，　 　 cos （Mcos - 1（x））→max，　 　 cos - 1（Xp（ω））→min，
Xp（ω） = Acos （αω + b） + B→max，　 　 cos （αω + b） = 1，　 　 Xp（ω） = A + B
我们将这个结果同样用于式 （7. 82） 得

1 - δpTP（2A - 1） = - δs

A = 1
2 T - 1

P
1 + δs

δp

 

 
 

 

 
 + 1[ ]

（7. 84）

式中，T - 1
M （·）表示 M 阶切比雪夫反函数。

8. 参数 C
阻带响应的最大值可以被定义为

max（Rs（ω）） = 1 + δp （7. 85）
也就是说， Rs （ω）必须比通带的最高波纹要小。 我们将这个条件限制应用于式

（7. 62）， 得

δsTS（C + D） = 1 + δp

C = 1
2 T - 1

S
1 + δp

δs

 

 
 

 

 
 + 1[ ]

（7. 86）

7. 5. 1. 2　 非均匀频率样本的位置

这里讨论的滤波器在时域包含 N 个滤波器系数。 一种设计滤波器的方式是设

计频域的频率响应，然后采用 N 点的反变换。 首先，对期望得到的频率响应在 z 平面

单位圆上进行 N 点非均匀采样[N17]。 然后，通过对这些频率采样点进行 INDFT 即可

得到滤波器的系数。 非均匀样本的最优位置选择为通带和阻带的极值。
由于滤波器的脉冲响应是对称的，独立滤波器的个数 Ni 接近总系数个数 N 的

一半，定义如下：

Ni =
N + 1
2 （7. 87）

我们必须将 Ni 个采样以非均匀的方式放置在 0≤ω≤π 的范围内。 这些采样带

选在通带的极值 P 和阻带的极值 S 处。 在通带的极值 P 处， Rp（ω）的幅度响应为

Rp（π） = 1 ± δp （7. 88）
或者

TP（Xp（ω）） = ± 1
并有

Xp（ω） = cos kπ
P

 

 
 

 

 
 　 　 k = 1，2，…，Np （7. 89）

将式 （7. 89） 代入式 （7. 64） 得到通带内最优落脚点 ω（p）
k 为
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ω（p）
k = 1

α cos - 1 cos kπ
P

 

 
 

 

 
 - B

A

 

 

 
 

 

 

 
 
- b

 

 

 
 

 

 

 
 

k = 1，2，…，Np （7. 90）

类似地， 可以得出阻带内最优落脚点 ω（s）
k 为

ω（s）
k = 1

c cos - 1 cos kπ
S

 

 
 

 

 
 - D

C

 

 

 
 

 

 

 
 
- d

 

 

 
 

 

 

 
 

k = 1，2，…，Ns （7. 91）

所以， 通带中的 P 个位置和阻带内的 S 个位置可以用式 （7. 90） 和式 （7. 91） 中

的参数来定义。 极值的个数 P + S 等于 0≤ω≤π 范围内所有间隔的个数。 它也等于

总长度 N 去掉中心系数之后的一半， 即

L = P + S = N - 1
2 （7. 92）

因此， 我们必须再确定一个中心点的位置， 可以放在通带截止频率 ωp， 也可

以放在阻带起始频率 ωs。

7. 5. 2　 非均匀低通滤波器的例子

我们用上面的参数设计一个切比雪夫Ⅰ型低通滤波器。 这里需要计算出波纹带

内的极值， 这些极值将会用于获得频域非均匀采样的滤波器的脉冲响应。 这个滤波

器的参数定义为

滤波器的长度 N = 37　 　 　 　 波纹比
δp

δs
= 15

通带截止频率 ωp = 0. 4π　 　 　 　 阻带起始频率 ωs = 0. 5π
通带和阻带滤波器多项式的阶数已经由通带和阻带的阶数 P 和 S 及总的间隔

给出。 在这个例子中， 我们得到 L = 18， P = 8， S = 10。 首先， 8 个参数可以通过

步骤 1 ～ 8 得到。 其次， 计算通带函数 Xp（ω） （见图 7. 12a） 和阻带函数 Xs（ω）。
切比雪夫滤波器的通带响应如图 7. 12b 所示， 其中包含 4 个极大值和 5 个极小值，
共 （P + 1） 个极值。 如何进行阻带响应的设计、 极值的计算和通过反变换得到时

域脉冲响应， 这些问题留给读者思考。 上述例子的 MATLAB 的程序代码如下：

图 7. 12　 通带函数

a） Ⅰ型切比雪夫滤波器的通带响应
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图 7. 12　 通带函数 （续）
b） （P + 1） 个极值将用于设计非均匀采样的滤波器
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7. 6　 小结

本章定义并讨论了非均匀 DFT （NDFT）， 包括其性质。 现在我们已经强调了

DFT / FFT 的各个方面， 在本书最后一章 （即第 8 章）， 我们将把重点放在各类应

用上。

7. 7　 习题

7. 1　 NDFT 的一个好处就是可以对信号的频率进行准确检测， 然而一般来说，
相应的变换不是正交的， 必须认真考虑反变换的问题。 矩形结构可以帮助解决这个

问题， 但是采样间隔必须足够大， 从而得到相应的逆矩阵。 已知一个包含 256 个样

本点的声音数据输入， 并且采样速率为 8kbit / s。 推导非均匀反变换的最小采样

间隔。
7. 2　 设计一个 MATLAB 程序， 对于 “Windows XP Shutdown. wav” 数据进行一

维 NDFT， 并将其与均匀 DFT 进行对比。 画出原始信号和变换后的结果。 参考程序

代码如下：
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7. 3　 分析并比较下列 NDFT 的快速算法： 霍纳嵌套方法[N7] 和 Goertzel 算

法[N6]。 　
7. 4　 快速反变换是基于插值问题的。 分析和比较拉格朗日插值算法[N26，B6] 和

牛顿迭代算法[N26]。
7. 5　 写一个 MATLAB 程序， 实现采样结构为沿着列方向平行线上非均匀网格

的二维 NDFT。
7. 6　 在考虑到人类感兴趣区域的前提下， 如边缘信息在空域及其对应的频域

分量， 推导二维图像数据的非均匀采样结构。
7. 7　 基于非均匀频率采样， 设计一个高通滤波器。
7. 8　 使用二维 NDFT 设计一个图像压缩算法， 强调重要区域或分量， 去掉不

重要的分量。
7. 9　 （a）从式 （7. 33a） 推导到式 （7. 37）； （ b） 从式 （7. 33b） 推导到式

（7. 38）。
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第 8 章　 应　 　 用

本章主要介绍 FFT / IFFT 在多种不同领域内的应用。 考虑到应用的广泛性， 主

要以概念的形式进行相应的描述， 具体的内容请读者参看参考文献， 以进一步了解

相关理论背景、 示例、 局限性等问题。 总体来说， 本章的目标是让读者感受到，
DFT 在一般信号 /图像处理领域的应用是无止境的。

8. 1　 频域下采样

假设一个信号带宽已知， 信号的采样频率至少应为信号最高频率的 2 倍。 奈奎

斯特 （Nyquist） 采样率需为带宽的 2 倍。 当带限信号的采样速率低于奈奎斯特采

样率时就会发生信号混叠。
以低于奈奎斯特速率的采样率对连续信号进行采样， 将会在基波频谱上高于或

低于采样率一半的地方产生能量混叠。
对于样本点进行下采样也是如此。 因此， 当使用二中取一的采样速率进行下采

样时会发生混叠， 而这样的混叠可以通过预先对信号进行低通滤波 （下采样滤波）
加以避免。 通过低通滤波， 只保留小于带宽一半的信号 （见图 8. 1）。 为了实现精

确下采样， 应当保留这一过程[F11，G2]。
考虑下采样因子为 2 的情况。 一个 N 点序列 （假设 N = 2 ι， ι 为整数） 可以分

解为两个 N / 2 点的序列 （一个由偶数样本点 x（2n）组成， 另一个由奇数样本点

x（2n + 1）组成） （见图 8. 2）。 根据本书第 2 章式 （2. 1a）：

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）Wkn

N 　 k = 0，1，…，N - 1

有

XF（k） = ∑
N
2 -1

n = 0
[ x（2n）W2nk

N + x（2n + 1）W（2n+1）k
N ]

= ∑
N
2 -1

n = 0
[ x（2n）Wnk

N
2
+ x（2n + 1）Wnk

N
2
Wk

N ] （8. 1）

式中， W2nk
N =Wnk

N/ 2。 将 2 个半 DFT 块对应位置系数相加， 可得到数据域内的下采样：

　 XF k（ ） + XF k + N
2（ ）

= ∑
N
2 -1

n = 0
[（x（2n）Wnk

N
2
+ x（2n + 1）Wnk

N
2
Wk

N） + （x（2n）Wn（k+ N
2 ）

N
2

+ x（2n + 1）Wn（k+ N
2 ）

N
2

Wk+ N
2

N ） ]



= ∑
N
2 -1

n = 0
[ x（2n）Wnk

N
2
+ x（2n + 1）Wnk

N
2
Wk

N + x（2n）Wnk
N
2
- x（2n + 1）Wnk

N
2
Wk

N ]

= 2∑
N
2 -1

n = 0
x（2n）Wnk

N
2

= 2 × N
2 点 DFT[x（2n）] （8. 2）

式中， k = 0， 1， …， N
2 - 1； WnN

N =Wn（ N
2 ）

N
2

= 1； W
N
2
N = - 1。

图 8. 1　 下采样器———数据 /时间域下采样

图 8. 2　 时间域下采样和 DFT 域下采样

（参考文献 [F11] Ⓒ 1999 IEEE）
a） 时间域下采样 （ “↓I ” 表示以 I 为因子进行下采样） 　 b） DFT 域下采样

因此， 当 I 为整数且 N = I × D 时， 对 N 点 IDFT 以 I 为因子进行下采样， 相当

于 I 个包含 D 个系数的 DFT 块与一个 D 点 IDFT 相加。
令 x（n）为输入序列， x（nI）为以 I 为因子下采样的序列， 根据式 （2. 1b）：

x（n） = 1
N∑

N-1

k = 0
XF（k）W -kn

N 　 　 n = 0，1，…，N - 1

有

　 　 x（nI） = 1
D∑

D-1

k = 0

1
I ∑

I-1

ι = 0
XF（ ιD + k）[ ]W -nk

D

= D 点 IDFT 1
I ∑

I-1

ι = 0
XF（ ιD + k）[ ]　 　 n，k = 0，1，…，D - 1 （8. 3）

【例 8. 1】 　 令 N = 8， D = 4， I = 2， 给定一个随机向量 x 为 （1， 2， 3， 4， 5，
6， 7， 8） T （见图 8. 3）， 则向量 x 的 DFT 为

XF = Xr + jX i

其中
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Xr = （36， - 4， - 4， - 4， - 4， - 4， - 4， - 4） T

X i = （0，9. 657，4，1. 657，0， - 1. 657， - 4， - 9. 657） T

图 8. 3　 以 2∶ 1 为采样因子在 DFT 域进行下采样 （若对系数应用 N 点 IDFT， 将产生插零）

DFT 向量 XF被分成两个块、 四个样本， 将两个相应块内的两个样本进行相

加， 即

XF
d = 1

2 [A]（Xr + jX i） = （16， - 4， - 4， - 4） T + j（0，4，0， - 4） T

其中

[A] =

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（8. 4）

因此， 以 2 为因子下采样后的数据为

xd = D 点 IDFT（XF
d） = （1，3，5，7） T

然而， 这实际上并不是二分抽取法。 我们需要对输入 x（n）进行下采样滤波，
输入的所有样本均发生变化。 我们每隔一个样本保留一个， 或者每隔一个样本删除
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一个。 因此应在式 （8. 1） ～ （8. 4） 中描述的算法之前增加一个下采样滤波器， 如

图 8. 1 所示 （见参考文献 [D37] 第 220 页）。

8. 1. 1　 频域上采样 （零插入）

类似地， 在数据域以 I 为因子的上采样 （零插入） 也可以通过在频域填充 DFT
块 （ I - 1） 次 （见图 8. 4） [IN5]。

对于以 2 为因子的上采样， 令 XF（k）为 x（n）的 DFT， n = 0， 1， …， N
2 - 1。

因此有

XF k + N
2

 

 
 

 

 
 = XF（k） k = 0，1，…，N2 - 1 （8. 5）

则

xu（2m） = x（n） = N
2 点 IDFT[XF（k）]　 　 k，m，n = 0，1，…，N2 - 1 （8. 6a）

xu（2m + 1） = x n + 1
2

 

 
 

 

 
 = 0　 　 m，n = 0，1，…，N2 - 1 （8. 6b）

图 8. 4　 数据域和 DFT 域上采样

a） 数据域上采样 （ “↑I ” 表示以 I 为因子进行上采样） 　 b） DFT 域上采样

【例 8. 2】 　 设一个随机向量 x 为（1， 2， 3， 4） T 且 I = 2， 则 D = 4、 N = 8。 x 的

DFT 为

图 8. 5　 内插器———数据 /时间域内插

XF = Xr + j X i

其中

Xr = （10， - 2， - 2， - 2） T

X i = （0，2，0， - 2） T

将 DFT 向量XF 以重复自身的方式进行扩展， 直至扩展后长度为 N = D × I， 则

扩展后的 DFT 序列为
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　 XF
u = [A] T（Xr + jX i）

= （10， - 2， - 2， - 2，10， - 2， - 2， - 2） T + j（0，2，0， - 2，0，2，0， - 2） T

式中， [A]由式 （8. 4） 定义。 因此， 以 2 为因子的上采样数据为

xu = N 点 IDFT（XF
u） = （1，0，2，0，3，0，4，0） T

以 1∶ 2 内插为例， 在输入序列 x（n）的样本点之间插入零， 如例 8. 2 所示， 并

对所有采样点应用插值滤波器 （见图 8. 5）， 则 x（n）中的样本保持不变， 仅采样点

间的零值发生了变化 （见参考文献 [D37] 第 220 页）。

8. 2　 分形图像压缩[FR3，FR6]

对于分形或迭代函数系统 （ Iterated Function System， IFS） 图像编码[B23，IP34]，
可以通过对快速循环卷积使用 FFT 来加快速度。

编码的图像被分成一系列图像块， 在分形编码术语中称为值域 （range） 块。 对

每一个值域块， 寻找图像中另一个定义域 （domain） 块， 使其经过缩放与某种可以

调整亮度的仿射变换后能很好地匹配该值域块。 这些表示每一个值域块与对应定义域

块及亮度仿射变换的一系列参数连同划分方式， 一起称为分形码 （fractal code）。
上述编码步骤的主要目的在于为每个值域块寻找一个码本块， 并调整仿射变换

使得两者 L2 -误差 （欧氏距离） 最小。 因此每一对值域块和码本块都需要一系列

复杂的最小均方误差优化运算步骤来为其选择最优仿射变换和对应的匹配误差。
给定一个需要编码的图像， 标记为[ I]∈RN × N或（N × N）矩阵[ I]。 其中， N 为

2 的整数次幂。 图像被分为互相不重叠的值域块[gr]， r = 0， 1， …， Nr - 1。 令定

义域块[h]大小为 （N / 2 × N / 2）， 来表示经放缩后的图像[ I]， 即

h（m1，m2） = 1
4 ∑

2m1+1

n1 = 2m1
∑
2m2+1

n2 = 2m2

I（n1，n2）　 　 0 ≤ m1，m2 ≤ N
2

每一个值域块[gr]用下式近似：

ĝr[ ] = srTr（[h]） + or r = 0，1，…，Nr - 1 （8. 7）

式中， sr、 or 分别称为缩放因子 （scaling factor） 和偏移量 （offset）； Tr 为等距变

换， 其作用是移动下采样定义域块[h]内的像素。 等距变换包含对定义域块[h]的
循环移位和反转操作。 因此码本块[ cι]是由[h]生成的， ι = 0， 1， …， Nc - 1。 接

着每一个值域块[gr]由一个码本块的仿射变换近似得出。 有：

ĝr[ ] = sr[cι] + or 　 　 r = 0，1，…，Nr - 1 （8. 8）
为得到最优码本块， 一个值域块需与所有码本块相匹配， 并选择最小匹配误差

对应的码本块作为匹配快。
对于给定的值域块， 其对应的码本块包括所有与该值域块具有相同大小和形状

的图像块 （经缩放后的[h]）。 注意， 值域块可为任意形状如多边形。 若使用任意
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但具有一定扫描方式的步骤， 则值域块与码本块可转化为一系列向量， 表示为

R， DR
0，0， …， DR

N
2 - 1，N2 - 1

并重新称之为 “块”。 由于码本块允许越过图像边界， 因此对于给定的值域块， 其

对应码本块数量为 N2 / 4。 为简化分析， 该方法未考虑对缩放图像进行的等距变换

（进行 π / 2 整数倍角度的旋转与反转）。 为更好的可读性， 我们用 D 代替DR
m1，m2

。 值

域块向量 R 和码本块向量 D 的失真函数， 是一个关于亮度仿射变换参数 s、 o 的二

次函数， 即

　 dD，R（ s，o） =‖R - （ s D + o1）‖2
2

= < D，D > s2 + 2 < D，1 > so + no2 - 2 < R，D > s - 2 < D，1 > o + < R，R >

（8. 9）
在感兴趣像素区域， 具有单位亮度值的常数块转化为向量 1。 符号 <，>表示 n 维向量

空间中的内积， n 为值域块的像素个数。 当 R 和 D 为列向量时， <R， D> = RTD。
图 8. 6 给出了算法中用基于 FFT 的方法计算 <D， 1>， <D， D>和 <D， R> 的

部分。 内积 <D， 1> 利用缩放图像与一个所有亮度值都为 1 的 “区域” （称为区

域形变矩阵， range shape matrix） 的互相关计算得出。 <D， D> 二次方和可用相同

的方式利用区域形变矩阵计算得出， 其中缩放图像的所有亮度值在计算互相关前都

经过了二次方运算。
该方法在对大量非规则形状值域块进行自适应图像分割及寻找分形码的情形下

具有很好的应用前景。 由于可以对值域块以外的像素进行零填充， 因此基于 FFT
的方法能够很好地处理非规则形状值域块的情况。 当值域块有不同的形状时， 不能

使用图 8. 6 所示的方法计算 <D， 1> 和 <D， D>。 这是由于该方法是用来均匀分

割的情况的。 该方法可以提高运行速度。
【例 8. 3】 　 二维循环相关记作★， 下面给出当 N = 3 时的例子。

（h1★h2）（n1，n2） = ∑
N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
h1（k1，k2）h2（（k1 - n1）modN，（k2 - n2）modN）

（8. 10）

（h1★h2）（0，0） =

h1（0，0） h1（0，1） h1（0，2）
h1（1，0） h1（1，1） h1（1，2）
h1（2，0） h1（2，1） h1（2，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

º

h2（0，0） h2（0，1） h2（0，2）
h2（1，0） h2（1，1） h2（1，2）
h2（2，0） h2（2，1） h2（2，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

的各元素之和

（h1★h2）（0，1） =

h1（0，0） h1（0，1） h1（0，2）
h1（1，0） h1（1，1） h1（1，2）
h1（2，0） h1（2，1） h1（2，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

º

h2（0，2） h2（0，0） h2（0，1）
h2（1，2） h2（1，0） h2（1，1）
h2（2，2） h2（2，0） h2（2，1）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

的各元素之和

802 快速傅里叶变换： 算法与应用



图 8. 6　 基于 FFT 技术计算内积<D，D>， <D，1>， <D，R>的流程图

（ “º ” 代表两个复傅里叶系数矩阵的哈达玛乘积； 这里值域块不一定是正方形的）
（参考文献 [FR6] （也可参考 [FR3]） Ⓒ 2000 Elsvier）

（h1★h2）（0，2） =

h1（0，0） h1（0，1） h1（0，2）
h1（1，0） h1（1，1） h1（1，2）
h1（2，0） h1（2，1） h1（2，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

º

h1（0，1） h1（0，2） h1（0，0）
h1（1，1） h1（1，2） h1（1，0）
h1（2，1） h1（2，2） h1（2，0）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

的各元素之和

（h1★h2）（1，0） =

h1（0，0） h1（0，1） h1（0，2）
h1（1，0） h1（1，1） h1（1，2）
h1（2，0） h1（2，1） h1（2，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

º

h1（2，0） h1（2，1） h1（2，2）
h1（0，0） h1（0，1） h1（0，2）
h1（1，0） h1（1，1） h1（1，2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

的各元素之和
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为了得到结果矩阵的元素，需首先对矩阵[h2]的元素进行水平和垂直循环移

位， 其次对两个矩阵应用哈达玛乘积， 最后将所有元素相加。 哈达玛乘积表示两个

矩阵对应位置的元素相乘。

【例 8. 4】 　 计算[h1]和[h2]的二维循环相关。

[h1] =
5 3
1 0
 

 
 
 

 

 
 
 ，　 [h2] =

1 2
3 4
 

 
 
 

 

 
 
 

（h1★h2）（0，0） = 5 × 1 + 3 × 2 + 1 × 3 + 0 × 4 = 14
（h1★h2）（0，1） = 5 × 2 + 3 × 1 + 1 × 4 + 0 × 3 = 17
（h1★h2）（1，0） = 5 × 3 + 3 × 4 + 1 × 1 + 0 × 2 = 28
（h1★h2）（1，1） = 5 × 4 + 3 × 3 + 1 × 2 + 0 × 1 = 31

[h1]★[h2] =二维 IDFT（[H1]∗ º [H2]） =
14 17
28 31
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式中， [H1]为[h1]的二维 DFT； “º ” 为式 （8. 11） 定义的哈达玛乘积。
FFT 应用 （用 FFT 实现互相关）：

[A] º [B] =

α11 α12 … α1N

α21 α22 α2N

︙ ⋱ ︙
αN1 αN2 … αNN

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

º

b11 b12 … b1N

b21 b22 b2N

︙ ⋱ ︙
bN1 bN2 … bNN

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

= [C] （8. 11）

式中， “º ” 表示哈达玛乘积， [A]和[B]对应元素相乘得到[C]。

8. 3　 纯相位相关

两幅对齐的纯相位图像的相关可用于图像配准[IP2]。
令 x（n1，n2）表示参考图像， y（n1，n2）表示 x（n1，n2）平移（m1，m2）后的图像， 则有：

y（n1，n2） = x（n1 +m1，n2 +m2）　 　 n1，n2 = 0，1，…，N - 1 （8. 12）
- （N - 1）≤m1，m2≤N - 1

由式 （5. 12） 给出的傅里叶移位性质， 式 （8. 12） 的 DFT 为

YF（k1，k2） = XF（k1，k2）W - k1m1
N W - k2m2

N （8. 13）
纯相位图像的互功率谱定义为

ZF
poc（k1，k2） =

XF（k1，k2）YF∗（k1，k2）
|XF（k1，k2）YF∗（k1，k2） |

　 k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （8. 14）

ZF
poc（k1，k2） =

XF（k1，k2）XF∗（k1，k2）Wk1m1
N Wk2m2

N

|XF（k1，k2）XF∗（k1，k2）Wk1m1
N Wk2m2

N |

=
XF（k1，k2）XF∗（k1，k2）Wk1m1

N Wk2m2
N

|XF（k1，k2）XF∗（k1，k2） |

= exp - j2π
k1m1 + k2m2

N
 

 
 

 

 
 （8. 15）

在空间域上式等价为

zpoc（n1，n2） = δ（n1 -m1，n2 -m2）　 n1，n2 = 0，1，…，N - 1 （8. 16）
因此， 在 （m1， m2） 点可获得一个 0≤zpoc （n1， n2） ≤1 范围的脉冲 （下标 poc 表

示纯相位相关）。 图 8. 7 给出了流程图。

图 8. 7　 纯相位相关 （Phase Only Correlation， POC） 的实现流程图
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相对于原图像平移 （m1， m2） 和 （m1 - N， m2 - N） 的两幅图像可在相同位

置获得一个峰值， 只是两者峰值不同， 如图 8. 8h、 i 所示。 因此， 除原点外的每一

点都表示两个图像经过了相反方向的平移。

图 8. 8　 图像移位及相位相关函数

a） 原始图像　 b） 图像 （左上） 移位 （50， 50） 　 c） 图像移位 （100， 100）
d） 图像移位 （140， 140） 　 e） 图像移位 （ - 100， - 100）　 f） （50， 50） 的相位相关函数

g） （100， 100） 的相位相关函数　 h） （140， 140） 的相位相关函数　 i） （ -100， -100） 的相位相关函数

注： 平面 （n1， n2） 的原点 （0， 0） 绕平面的中心移位的相位相关函数如图 f ～ i 所示。 这里所有图像

的大小都为 240 × 240。 与初始图像相反方向移位 （140， 140） 和 （ - 100， - 100） 的两幅图像进行配

准得到了图 h 和图 i 所示相同的结果。 其根据 （ -100， -100） 的峰值实际坐标， 此时 N =240， 140 - N =
-100 （原文此处将 140 - N = -100 错印为 140 - N = 100。 ———译者注）。
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傅里叶相位相关方法对于失真有较好的鲁棒性。 仅少数情况需要原始图像即能

获得较好的配准结果[IP19]。
对于图像匹配， 相位相关方法对于图像移位 /平移， 图像遮挡和亮度变化具有

不变性， 且对噪声具有鲁棒性。

式 （8. 13） 暗示了一种简单的可以分离 exp - j2π
k1m1 + k2m2

N
 

 
 

 

 
 的方法， 即

ZF
poc2（k1，k2） =

XF（k1，k2）
YF（k1，k2）

= exp - j2π
k1m1 + k2m2

N
 

 
 

 

 
 （8. 17）

在空间域， 上式等同于式 （8. 16）。 然而， 该方法稳定性不及常规方法， 这是由于

当 YF 趋于零时， XF / YF 值会无限增大。 而对于常规方法， 分子和分母具有相同的

幅度[IP19]。
纯相位相关的应用包括： 指纹匹配[IP16]， 波形匹配， 利用基于相位的图像匹配

进行虹膜识别， 人脸识别， 指纹识别， 存档电影镜头的突变检测与渐变检测[IP17]。

8. 4　 利用 DFT / FFT 实现图像的旋转和平移

该方法是由 Cox 和 Tong 提出的[IP10]， 它是 chirpZ 变换算法的一类应用 （见本
书 3. 14 节）。 给定一个 N × N 网格上的图像 x（n1，n2）， 下面计算逆时针旋转任意角

θ 与平移任意坐标（m1，m2）后的 x（n1，n2）。
首先， 计算 x（n1，n2）的二维 FFT， 即

XF（k1，k2） = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）W（n1k1+n2k2）

N 　 k1，k2 = 0，1，…，N - 1 （5. 3a）

x（n1，n2） = 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）W -（n1k1+n2k2）

N 　 n1，n2 = 0，1，…，N - 1

（5. 3b）

式中， WN = exp
- j2π
N

 

 
 

 

 
 。

接下来计算所求输出网格上的图像 x（n1，n2）， 有：
　 x（n1cosθ - n2sinθ + m1，n1sinθ + n2cosθ + m2）

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）exp

j2π
N

（k1m1 + k2m2）[ ]exp j2π
N （k1n1 + k2n2）cosθ[ ]

　 × exp j2π
N

（k2n1 - k1n2）sinθ[ ] （8. 18）

为计算式 （8. 18）， 需要计算下列求和式：

g（n1，n2；α，β） = ∑
N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
GF（k1，k2）exp（j2π[（k1n1 + k2n2）α + （k2n1 - k1n2）β]）

（8. 19）
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式中， α 和 β 为任意值 α = cosθ
N ， β = sinθ

N
 

 
 

 

 
 ， 且有：

GF（k1，k2） = 1
N2X

F（k1，k2）exp
j2π
N

（k1m1 + k2m2）[ ] （8. 20）

式 （8. 19） 的一维模拟如下：

h（n；α） = ∑
N-1

k = 0
HF（k）exp（j2πknα） （8. 21）

上式可利用 chirp Z 变换算法计算， 通过做如下的扩张：
2kn = k2 + n2 - （k - n） 2 （8. 22）

则

h（n；α） = exp（jπn2α）∑
N-1

k = 0
{HF（k）exp（jπk2α）}exp[ - jπ（k - n） 2α]

= exp（jπn2α）∑
N-1

k = 0
ĤF（k）V（n - k）

= exp（jπn2α）{ ĤF（k）∗V（k）} （8. 23）

式中， ĤF（k） = HF（k）exp （jπk2α）； V（k） = exp（ - jπk2α）。 该扩张可以看成是一个

乘积、 一个卷积和另一个乘积 （见图 8. 9）。 该卷积可以利用两个 FFT 和一个 IFFT
快速计算得出 （见图 5. 4）。

图 8. 9　 式 （8. 23） 中描述的 chirp - Z 算法的流程图，
它同时为式 （8. 19） 的一维模拟

用类似的方法可以快速计算式 （8. 19）， 需要的整数扩张为

2（k1n1 + k2n2） = k2
1 + n2

1 - k2
2 - n2

2 - （k1 - n1） 2 + （k2 + n2） 2 （8. 24a）
2（k2n1 - k1n2） = 2k1k2 - 2n1n2 - 2（k1 - n1）（k2 + n2） （8. 24b）

利用以上两式， 则式 （8. 19） 可以表示为

g（n1，n2；α，β） = Z∗（n2，n1）∑
N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
{GF（k1，k2）Z（k1，k2）}Z∗（k1 - n1，k2 + n2）

（8. 25）
式中， Z（n1，n2） = exp （ jπ[（n2

1 - n2
2） α + 2n1n2β]）； GF （ k1，k2）由式（8. 20）定义；

“∗”表示复共轭。 上式使用了两个乘积和一个卷积， 可以通过 3 个二维 FFT 实现

（见图 8. 10）。 式 （8. 25） 中的矩阵{Z（n2，n1）}是{Z（n1，n2）}的转置。 式 （8. 25）
的另一种推导方法见习题 8. 6 （见图 8. 11）。

这种方法仅能对图像进行 90°、 180°、 270°的旋转 （见图 8. 11b ～ d）， 将其扩
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图 8. 10　 图像旋转[IP10，W30]

（卷积使用 3 个二维 FFT 实现。 在磁共振成像 （MRI） 中， 原始数据来源于傅里叶空间）

展到其他角度不失为一个可行的研究方向。

图 8. 11　 使用两种方法旋转图像

a） 原始图像　 b） 旋转 90°的图像　 c） 旋转 270°的图像

d） 旋转 180°的图像　 e） 旋转 30°的图像　 f） 旋转 60°的图像

注： 图 b ～ d 使用 Cox - Tong 法[IP10]对图像进行旋转。 图 e ～ f 使用 MATLAB 命令 imrotate （ I， - 30，
‘bilinear’， ‘crop’） 在空域对图像进行旋转。
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8. 5　 帧内错误隐藏

在容易发生传输错误的环境 （如无线网络） 中， 一个宏块 （MacroBlock， MB）
（在视频压缩标准如 MPEG - 1 / 2 / 4 及 H. 26x 系列[D37，IP28] 中， 其大小定义为 16 ×
16） [IP29]在传输中会丢失或出现传输错误。 有一种应对上述问题的方法称为错误隐

藏， 受损的宏块可以用相邻的没有受损的宏块或其加权所代替。
图 8. 12 给出了一个帧内错误隐藏的例子。 对于需要进行错误隐藏的 （16 ×

16） 宏块 （用灰色填充）， 其相邻区域包括 （3 × 3） 个宏块， 共 （48 × 48） 个像

素。 对该区域使用二维 FFT， 并进行二维低通滤波 （LPF） 以消除填充像素的不连

续性。 接着对其使用二维 IFFT 得到输入像素的重建值。 由于存在低通滤波， 因此

重建图像与原图像并不完全相同。 LPF 滤除的频率分量会影响相似的程度。 若被滤

除的频率分量较少， 则周围像素会强烈影响错误隐藏宏块， 反之亦然。 错误宏块

（输入） 将被错误隐藏宏块 （输出） 所替代， 而周围的 8 个宏块保持不变。 整个过

程， 包括二维 FFT、 二维 LPF 和二维 IFFT 将会被重复若干次。 每一次重复中 LPF
滤除的频率分量会逐渐增多。 根据周围像素的特性， LPF 可以设计成有方向的以提

高错误隐藏的性能。 当两个宏块 （错误宏块与错误隐藏后的宏块） 像素差异小于

某个预先设定的阈值时， 停止重复该过程。

图 8. 12　 帧内宏块的错误隐藏 （DFT 和 IDFT 分别利用 FFT 和 IFFT 实现）

8. 6　 表面纹理分析

通过比较多种离散正交变换 （如 DFT、 DCT、 沃尔什变换、 相移不变沃尔什变

换、 BIFORE 及哈尔变换[G5，G11 - G21]） 在描述表面纹理数据方面的能力可知， DFT 和

DCT 因其在表面纹理分析中的快速收敛性及两者处理数据和峰值脱颖而出的能力，
推荐用于进行表面纹理分析。 详细比较过程见参考文献 [J3]。

8. 7　 基于 FFT 的听觉模型

存在两种感知音频质量的客观评价方法： 基本版本与高级版本[D46，D53]。 前者包
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含模型输出变量 （Model Output Variable， MOV）， 它是由基于 FFT 的听觉模型计算

得出的 （见图 8. 13）。 它使用了 11 个 MOV 用于预测基本感知音频质量， 并使用了

一个 2048 点 FFT。
高级版本同时包含了由基于滤波器库听觉模型计算得出的 MOV 和基本版本中

的 MOV。 频谱自适应激励模式和调制模式都是由模型中基于滤波器库的部分计算

得出的。 高级版本使用了 5 个 MOV 用于预测基本感知音频质量。

图 8. 13　 外围听觉模型与基于 FFT 模型激励模式的预处理

（参考文献 [D46] Ⓒ 1998 - 2001 ITU - R）
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8. 8　 图像水印

用于保护版权与内容识别的数字媒体的水印， 是一种广泛使用的用于避免或消

除数字盗版的方法。 它通过嵌入一个机密或个性的信息以达到保护一个产品的版权

和展示其真实性的目的 （内容识别、 数据完整性和防止篡改[E8] ）。 盗版行为包括

非法侵入、 有目的性的篡改和版权侵害。 同时， 嵌入水印的图像要能够经受住对该

图像的多种操作， 如滤波、 抖动、 复印、 扫描、 裁剪、 缩放、 旋转、 平移、 JPEG
压缩[IP28]等。 在嵌入水印的过程中， DFT 相位谱与幅度谱用于水印隐藏 （见图

8. 14）。 在 DFT 幅度谱中嵌入水印对于初等变换 （如旋转、 缩放和平移） 具有鲁

棒性[E4]。

图 8. 14　 在图像二维 DFT 相位谱中嵌入水印[E2]

a） 原始灰度图 （512 × 512） 　 b） 利用 （8 × 8） FFT 嵌入水印后的图像

c） 原图像与嵌入水印图像的绝对误差 （缩放因子为 64） 　 d） 原图像与嵌入水印图像的误差取对数

参考文献 [E2] 指出， 在实序列 （如图像） 的二维 DFT 相位谱中嵌入水印对

图像篡改具有鲁棒性， 同时对图像对比度调整也具有鲁棒性。 而且为破坏水印， 入

侵者需引入较大的相位失真， 这同时会导致图像质量严重下降。 有关在图像相位谱

中嵌入水印的详细介绍见参考文献 [E2]。 嵌入水印的图像没有明显的人工处理痕
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迹， 而且当采用 JPEG[IP28]编码器压缩图像时， 水印可以达到 15∶ 1 的压缩比。

图 8. 15　 一个具有 RST 不变性水

印方案的流程图

（参考文献 [E4] Ⓒ 1998 Elsevier）
RST—旋转、 缩放和平移

LPM、 ILPM—对数 -极坐标映射及其逆映射

将人类视觉系统与水印算法相结合可以作为

一个研究课题。 而且， 为了提高水印探测能力，
可以深入研究图像失真对水印的影响。 最新的技

术不需要原始图像即可探测到水印[E2]。
Ruanaidh 和 Pun[E4]将 DFT 与对数 - 极坐标映

射方法相结合， 研发了一种在不变域嵌入水印的

方法。 该方法对于旋转与缩放具有鲁棒性。 该方

法是水印不可见性与鲁棒性这对矛盾的折中。 图

8. 15 给出了一种典型的旋转、 缩放与平移 （Rota-
tion Scaling and Translation， RST） 不变性水印方

案。 由于对数 -极坐标映射 （Log - Polar Mapping，
LPM） 及其逆过程都为有损过程， 因此图 8. 16 给

出了一种不需要将图像通过对数 - 极坐标映射器

的嵌入水印的方法， 仅二维扩频信号进行 ILPM
（逆 LPM）。 从隐秘图像 （嵌入水印的图像） 中提

取水印的方法如图 8. 17 所示。

图 8. 16　 一种能够避免将图像映射至 RST
不变域的嵌入水印的方法

（参考文献 [E4] Ⓒ 1998 Elsevier）

图 8. 17　 从图像中提取水印的方法

（参考文献 [E4] Ⓒ 1998 Elsevier）

8. 9　 音频水印

在参考文献 [E15] 中， M 波段小波调制与码分多址 （Code Division Multiple
Access， CDMA） 技术相结合产生了水印信号 （见图 8. 18）。 CDMA 技术取代典型

的扩频 （Spread Spectrum， SS） 技术提高了鲁棒性和容量需求。 为满足 CDMA 携带
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信号的正交条件， 可使用 Gram - Schmidt 正交化方法[B40]修正产生的伪噪声 （Pseu-
do Noise， PN） 信号序列 ui。 令 bi∈{ +1， - 1}， 表示一个携带水印信息的比特流。
CDMA 的用法可用下式表示：

图 8. 18　 嵌入水印的流程图 （当采样率为 44. 1kHz 时， M = 24）
（参考文献 [E15] Ⓒ 2002 IEICE）

k—每帧携带 CDMA 信号的个数　 PRNG—伪随机数生成器

υ = ∑
k

i = 1
biui （8. 26）

式中， k 为每帧 CDMA 携带信号的个数， 且 k 要受到限制以使水印信号的强度在感

知约束范围以内。
为使音频质量在可接受范围内， Ji 等人[E15]通过选择合适的掩蔽门限来控制水

印信号的强度。 他们使用的是频率掩蔽模型。 该模型定义见 MPEG - 1 心理声学

模型[E14]。

8. 9. 1　 使用知觉掩蔽的音频水印

Swanson 等人[E14]开发了一种嵌入水印的方法， 利用时域和频域的知觉掩蔽效

应直接将版权保护水印嵌入到数字音频信号中。 该方法能够确保嵌入水印是无声

的， 且对篡改和各种 DSP 操作具有鲁棒性。 图 8. 19 所示为该音频水印系统的流程

图。 其频率掩蔽模型基于 MPEG -1 音频层 I[D22，D26]心理声学模型 1。 图 8. 19 中， Si

（k）表示第 i 个音频块经 Hann 窗函数 h（ n）加权后的对数功率谱 （音频信号按

32kHz 采样后的一个 16ms 段称为一个音频块， N = 16ms × 32kHz = 512 个采样点）。
h（n）如下所示：

h（n） =

8
3

2 1 - cos （2π n
N ）[ ]　 　 n = 0，1，…，N - 1 （8. 27）

信号 si（n）的功率谱计算如下

Si（k） = 10log10
1
N ∑

N-1

n = 0
si（n）h（n）exp

- j2πnk
N

 

 
 

 

 
 

2

[ ]　 k = 0，1，…，N - 1

（8. 28）
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图 8. 19　 嵌入音频水印流程图

（参考文献 [E14] Ⓒ 1998 Elsevier）

对每一个音频段加水印， 即加入一个特定的类似噪声的序列经掩蔽现象改变形

状这一过程所涉及的步骤如下 （每一个音频段 si（n））
（1） 计算音频段 si（n）的功率谱 Si（k）， 见式 （8. 28）。
（2） 计算功率谱 Si （ k）的频率掩蔽函数 Mi （ k） （见参考文献 [E14] 3. 1 小

节）。
（3） 计算作者签名信号 yi（n）的 FFT， 即 Yi（k）。
（4） 对该音频块， 利用掩蔽函数 Mi（k）对类似噪声的作者签名信号进行加权，

得到改变形状后的作者签名 P i（k） = Yi（k）Mi（k）。
（5） 计算噪声信号的 IFFT， pi（n） = IFFT [P i（k）]。
（6） 计算 si（n）的时域掩蔽函数 ti（n） （见参考文献 [E14] 3. 2 小节）
（7） 利用时域掩蔽函数 ti （n）进一步改变噪声的形状， 生成该音频段的水印

w i（n） = ti（n）pi（n）。

（8） 生成嵌入水印后的音频块 ŝi（n） = si（n） + w i（n）。

8. 10　 正交频分复用 （OFDM）

正交频分复用 /编码正交频分复用 （Orthogonal Frequency Domain Multiplexing /
Coded OFDM， OFDM / COFDM） 已被欧洲地面数字电视和 HDTV 直播所采用[O2]。
尽管 FCC 先进电视服务咨询委员会 （Advisory Committee for Advanced Television
Service， ACATS） 已选择了 8 - VSB （VestigialSideband， 残留边带） 数字调制进行

地面 HDTV 直播， 但关于选择 COFDM 还是 VSB 或 QAM （正交幅度调制） 进行地

面 HDTV 直播的争论一直未能停止[O2，AP2]。 这里重点介绍 FFT 在 OFDM 中的应用

（见图 8. 20）。
OFDM 通过降低数据速率来减小频率选择性衰落效应， 具体做法是将数据流分
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成若干并行块然后将这些块进行传输[O7]。 通过分割与调制多个载波之间的信息，
能使信号具有抗重影和抗干扰的能力[O11]。 OFDM 用于无线通信系统的其他优势为

高带宽效率、 RF 抗干扰性及对多径衰落具有鲁棒性。

图 8. 20　 基于 FFT 的 OFDM 系统 （参考文献 [O2] Ⓒ 1995 IEEE）
P / S—并行转串行　 S / P—串行转并行　 D - A—数字 - 模拟转换　 A - D—模拟 - 数字转换

8. 10. 1　 使用 IFFT / FFT 表示 OFDM 信号

将 N / 2 子信道中的信号对应的复序列记为

d̂n = α̂n + jb̂n 　 　 n = 0， 1， …， N
2 - 1 （8. 29）

式中， α̂n 和 b̂n 根据信号星座图 （见图 8. 20） 中点的个数可取 ± 1， ± 3， …。 例

如， 对于 16 点 QAM， α̂n， b̂n 可取{ ± 1， ± 3}； 对 QPSK， 可取{ ± 1}。 这些信息采

样点{ d̂n}的 DFT 是一个多载波 OFDM 信号 y（ t）， 定义见式 （8. 34）。 由于 y（ t）须

为实信号， 因此我们利用
N
2 个信息采样点生成 N 个采样点 （见本书 2. 3 节的复共

轭理论）， 如下所示：

d0 = Re（ d̂0） （8. 30a）

dN/ 2 = Im （ d̂0） （8. 30b）

dn = d̂n 　 　 n = 1， 2， …， N
2 - 1 （8. 30c）

dN - n = （ d̂n）∗ 　 　 n = 1，2，…，N2 - 1 （8. 30d）

复序列 dn = αn + jbn 的 DFT 计算如下， n = 0， 1， …， N - 1：

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
dnWnk

N 　 　 k = 0，1，…，N - 1
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= ∑
N-1

n = 0
dnexp（ - j2πfn tk） （8. 31）

式中， fn = n
NΔt； tk = kΔt； Δt 为 dn 上任意选取的时间间隔。

XF（k） = ∑
N-1

n = 0
（αn + jbn）[cos（2πfn tk） - j sin（2πfn tk）] （8. 32）

由式 （8. 30） 中的假设可知， XF（k）的虚部将会抵消， 仅剩下实部：

YF（k） = Re[XF（k）] = ∑
N-1

n = 0
[αncos（2πfn tk） + bnsin（2πfn tk）]

k = 0， 1， …， N - 1 （8. 33）
YF（k）的低通滤波 （LPF） 输出在时间间隔 Δt 内近似于 FDM 信号， 即

y（ t） = ∑
N-1

n = 0
[αncos（2πfn tk） + bnsin（2πfn tk）]　 0 ≤ t ≤ NΔt （8. 34）

图 8. 20 所示的功能模块更详细的介绍见参考文 献 [ O2 ]。 Weinstein 和

Ebert[O1]提出了利用 DFT 实现多载波 OFDM 系统调制和解调的方法。

8. 11　 OFDM 的 FFT 处理器

在多载波调制 （如正交频分复用 （OFDM） 和离散多音 （Discrete Multitone，
DMT）） 中， 数据通过多个子载波进行并行传输。 多载波调制技术已经被应用于通

信标准中， 如电话线 （如 DSL） 中的高速度传输、 无线局域网 （Wireless Local Ar-
ea Network， WLAN）、 非对称数字用户线 （Asymmetric Digital Subscriber Line， AD-
SL）、 甚高速数字用户环路 （Very High Speed Digital Subscriber Line， VDSL）、 数字

音频广播 （Digital Audio Broadcasting， DAB）、 数字电视广播 （Digital Video Broad-
casting， DVB） 和电力线通信 （ Powerline Communication， PLC） [A31]。 基于多载波

调制的收发器中包含实时 DFT 计算 （见参考文献 [A31] 所列的参考文献）。
参考文献 [A31] 中的 FFT 处理器使用了基 - 4DIF 算法和原位存储策略。 该

处理器能够以 42MHz 的主频工作且能在 6μs 内计算出一个 256 点复 FFT。
更高阶基的算法需要更少的计算周期。 例如， 基 - 2 算法与基 - 4 算法相比，

需要多于 4 倍的计算周期。 但基 - 4 算法的大小不能是 128、 512、 2048 和 8192，
因为它们不是 4 的整数幂次方。 为计算不是 4 的整数幂次方的 FFT， 可以使用混合

基 （Mixed Radix， MR） 算法。
原位算法能够降低存储空间的需求， 因为它将同一个蝶形算法的输出与输入存

储在相同的存储空间中。
参考文献 [A31] 中的连续流 （Continuous - Flow， CR） MRFFT 处理器主要包

括： MR （基 - 4 /基 - 2） 算法、 原位策略和存储器组结构。 该处理器仅需两个 N
字长的存储器。 该存储器就硬件复杂度和功耗方面来说是一个主导元件。
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当 N 点 DFT 可以被分解为互素的因子时， 它也可以利用威诺格拉德傅里叶变

换算法 （WFTA） [A3] 实现。 该方法将一个素 N 点 DFT 脉动阵列与 WFTA 相结合，
使得当变换长度很大时能够控制硬件复杂度的增加[T1]。 在硬件、 输入输出复杂度

及吞吐量方面， DFT 脉动阵列的性能有所提高。
DVB - T 接收机 （见图 8. 21） [O5，O18]的 OFDM 使用了一种新型高性能 8K 点 FFT

处理器结构， 它是基于基 - 8FFT 算法开发出来的。 该 8192 点 FFT 处理器在设计中

使用了一个新型基于分布式计算的无蝶形结构无乘法运算的基 - 8FFT 结构。 该结

构涉及分阶段的四个基 - 8FFT 和一个基 - 2FFT （84 × 2 = 212 × 2 = 8192） （见图

8. 22）。 该 8192 点 FFT 可以在 78μs 内计算出来。 更多关于门数量、 时钟周期、 相

关技术， 高速吞吐量性能和面积效率的介绍见参考文献 [O18]。

图 8. 21　 DVB - T 接收机 （参考文献 [O18] Ⓒ 2007 IEEE）
R - S—里德 - 所罗门　 QPSK—正交相移键控

图 8. 22　 提出的 8k 点 FFT 结构 （参考文献 [O18] Ⓒ 2007 IEEE）
DA—分布式算术　 LUT—查表

8. 12　 基于 DF DFT 的信道估计方法[C16]

由最大似然 （Maximum Likelihood， ML） 准则导出的基于 DFT 的信道估计技术

最初用作 OFDM 系统的导频信号[C15]。 为节省带宽和提高系统性能， 通常用判决反

馈 （Decision - Feedback， DF） 信号在后续的 OFDM 信号中追踪信道变化， 这种方

法称作基于 DF DFT 的信道估计。 然而， 目前这种经验方法的工作原理还未能从牛
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顿法的观点中得出。 本文利用牛顿法为时空分组码 （Space - Time Block Code， ST-
BC） / OFDM 系统推导了基于 DF DFT 的信道估计方法 （见图 8. 23）。 这种推导方式

同时给出了两种方法等价性。 实验结果表明这两种算法都能通过以下四个部分实

现： 一个最小二次方 （Least - Square， LS） 估计器， 一个 IDFT 矩阵， 一个加权矩

阵和一个 DFT 矩阵。 但两种算法连接这四部分方式有所不同。 一方面， 在牛顿法

中的梯度向量[W29] 可以通过计算一个估计信道的频率响应和一个 LS 估计的差异得

出， 然后进行 IDFT 操作。 另一方面， 牛顿方法中 Hessian 矩阵的逆[B27，W29] 即为 DF
DFT 方法中的加权矩阵。

图 8. 23　 STBC / OFDM 系统 （α = 1， 2， …， NT； b = 1， 2， …， NR）
（参考文献 [C16] Ⓒ 2008 IEEE）

8. 12. 1　 基于 DF DFT 的信道估计方法

如图 8. 24b 所示， 基于 DF DFT 信道估计方法的框图由一个 LS 估计器， 一个

IDFT 矩阵， 一个加权矩阵和一个 DFT 矩阵组成[C15]。 一个 LS 估计器利用 DF 数据

信号产生一个 LS 估计结果， 这也是信道频率响应的一个有噪声估计。 在利用 IDFT
将估计结果转换到时域之后， 将其与一个加权矩阵相乘， 以提高估计结果的准确

性。 该加权矩阵决定于所选的性能评价准则， 可以是 ML 或最小均方误差 （Mini-
mum Mean Square Error， MMSE） [C15]。 最后将改进的估计结果转换回频域用于下一

次信道频率响应的估计。

图 8. 24　 牛顿方法与基于 DF DFT 方法的等价性 （D 是一个延迟元件）
a） 牛顿方法
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图 8. 24　 牛顿方法与基于 DF DFT 方法的等价性 （D 是一个延迟元件） （续）
b） 基于 DF DFT 方法

Ku 和 Huang[C16]研究了牛顿法和基于 DF DFT 方法用于 STBC / OFDM 系统信道

估计的等价性。 其结果可以为开发新算法提供思路。

8. 13　 共轭梯度快速傅里叶变换 （CG - FFT）

矩量法 （Method of Moment， MoM） 是一种分析天线的有效方法[K1 - K4，B12]。
共轭梯度快速傅里叶变换 （Conjugate - Gradient FFT， CG - FFT） 顺利地用来分

析一个大规模周期偶极阵列。 在 MoM 天线分析中， 它提高了共轭梯度 （Conjugate -
Gradient， CG） 迭代法中矩阵 - 向量相乘的运行速度。 此外， 将一个等价的子阵列

预处理器与 CG - FFT 分析过程相结合可以减少迭代步骤与迭代过程的 CPU 处理

时间。
将共轭梯度法与快速傅里叶变换相结合的方法 （即 CG - FFT） 在处理均匀矩

型阵列时具有很高的效率， 这是因为它的计算复杂度可以减少到 O（N log2N） [K1，K4]。
在参考文献 [K4] 中， CG - FMM - FFT 被应用到了一个由任意几何形状阵列

元素构成的大规模有限周期阵列天线中。 此外， 也对该子阵列预处理器与大规模有

限周期天线的 CG - FMM - FFT 分析中的邻近组预处理器的性能进行了比较。
还研究了快速多极子法 -快速傅里叶变换 （Fast Multipole Method - FFM， FMM -

FFT） 与预处理器结合的方法， 并将其应用于大规模周期天线问题的分析中。
DFT （通过 FFT 实现） 已被应用与多种语音编码器中， 或者利用时域混叠消

除 （Time Domain Aliasing Cancellation， TDAC） 技 术 实 现[D1，D2] （ 利 用 MDCT /
MDST） 或者利用一个心理声学模型开发出来。 下面简要回顾上述内容。

8. 14　 改进型离散余弦变换 （MDCT）

参考文献 [D1， D2] 给出了几种已开发的改进型离散余弦变换 （Modified Dis-
crete Cosine Transform， MDCT） 版本。 MDCT 与改进型离散正弦变换 （Modified Dis-
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crete Sine Transform， MDST） 都被用作子带 /变换编码中基于时域混叠消除 （Time
Domain Aliasing Cancellation， TDAC） 的分析 /综合滤波器库[D1]。 这些也被称为

“TDAC 变换”。 Princen、 Bradley 和 Johnson[D1] 为偶叠加和奇叠加分析 /综合系统定

义了两类 MDCT[D2，D20，D47，D49]。
调制重叠变换 （Modulated Lapped Transform， MLT） [D40] 用于视频和音频压缩

（MPEG -1 / 2 音频和杜比 AC - 3 （见图 8. 26 和图 8. 27）） 中的块变换编码。 目前

已开发出了几种形式的 MLT， 称作 TDAC， MDCT 和余弦调制滤波器库 （Cosine-
Modulated Filter Bank， CMFB） （见表 8. 1）。 MPEG -1 音频层 1 - 3 （见表 8. 2、 图

8. 28 和图 8. 29）、 MPEG - 2 音频层 1 - 4、 MPEG - 4 音频部分、 MPEG - 2 AAC
（ACC 用于 MPEG - 2 第 7 部分和 MPEG - 4 第 3 部分） 音频部分 （见图 8. 30 和

8. 31） 与杜比 AC -3 都利用 CMFB 将音频序列从时域变换到子带或变换域进行压

缩 （见参考文献 [D37]）。

图 8. 25　 基于感知的编码器框图

（参考文献 [D33] Ⓒ 1995 IEEE）

图 8. 26　 AC - 3 （音频编码 - 3） 编码器 （一） （杜比实验室）
（参考文献 [D51] Ⓒ 2006 IEEE）
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图 8. 27　 AC - 3 （音频编码 - 3） 解码器 （二） （杜比实验室）
（参考文献 [D51] Ⓒ 2006 IEEE）

表 8. 1　 音频编码标准中 CMFB 的公式与分类 （参考文献 [D45] Ⓒ 1999 AES）

种类 MCT 对　 　 　 　 　 标准中的 CMFB

TDAC

Xk = ∑
N-1

n = 0
xncos

π
2N 2n + 1 + N

2（ ）（2k + 1）[ ]

xn = ∑
N / 2-1

k = 0
Xkcos

π
2N 2n + 1 + N

2（ ）（2k + 1）[ ]

当 k = 0，1，…， N
2 - 1，和 n = 0，1，…，N - 1

MPEG - Ⅳ
MPEG - Ⅱ - AAC
MPEG 层 3， 第二级

AC -2 长变换

TDAC
变量

Xk = ∑
N-1

n = 0
xncos

π
2N（2n + 1）（2k + 1）[ ]

xn = ∑
N / 2-1

k = 0
Xkcos

π
2N（2n + 1）（2k + 1）[ ]

当 k = 0，1，…， N
2 - 1，和 n = 0，1，…，N - 1

AC - 3 短变换 1

Xk = ∑
N-1

n = 0
xncos

π
2N（2n + 1 + N）（2k + 1）[ ]

xn = ∑
N / 2-1

k = 0
Xkcos

π
2N（2n + 1 + N）（2k + 1）[ ]

当 k = 0，1，…， N
2 - 1，和 n = 0，1，…，N - 1

AC - 3 短变换 2

多相滤波器库

Xk = ∑
N-1

n = 0
xncos

π
N n - N

4（ ）（2k + 1）[ ]

xn = ∑
N / 2-1

k = 0
Xkcos

π
N n - N

4（ ）（2k + 1）[ ]

当 k = 0，1，…， N
2 - 1，和 n = 0，1，…，N - 1

MPEG 层 1、 2
MPEG 层 3， 第一级

　 　 注： TDAC， Time Domain Aliasing Cancellation， 时域混叠消除； MCT， Modulated Cosine Transform， 调制的

余弦变换； MLT， Modulated Lapped Transform， 调制的重叠变换； CMFB， Cosine Modulated Filter
Bank， 余弦调制滤波器库。
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表 8. 2　 MPEG -1 各层规格

层Ⅰ 层Ⅱ 层Ⅲ

采样频率 / kHz 32， 44. 1， 48 32， 44. 1， 48 32， 44. 1， 48

最小编码 / 解码延迟 / ms 19 35 59

滤波器库
MUSICAM 滤

波器库 （32 子带）
MUSICAM 滤

波器库 （32 子带）
MUSICAM 滤

波器库和 MDCT

采样频率 32kHz 下滤

波器库的带宽 / Hz
500 500 27. 7 （共 18 点 MDCT）

心理声学模型 1 或 2 1 或 2
1 或 2 （使用频率掩蔽

和时间掩蔽）

掩蔽阈值计算
512 点 FFT

（粗频率分辨率）
1024 点 FFT

（细频率分辨率）

1024 点 FFT
心理声学模型 1； 1024 和

256 点 FFT， 心理声学模型 2

比特分配

32 个子带， 每个子

带取一个有 12 个样本的块

（ = 384 输入样本）

有 36 个样本的块 （3 个

相邻的有 12 个样本的块）
（ = 3 × 384 = 1152）

块大小自适应的以

适应预回声处理

量化 一致 一致 不一致

熵编码 否 否 是

主观测试表现
384kbit / s 的立体声

比特率下表现很好

256kbit / s 的立体声

比特率下表现很好

128kbit / s 的立体声比

特率下， 比层Ⅱ的 MOS
提高了 0. 6 分

　 　 注： MOS， Mean Opinion Score， 平均意见分。

图 8. 28　 MPEG - 1 音频编码器与解码器 （第Ⅰ、 Ⅱ层） 结构

（参考文献 [D33] Ⓒ 1995 IEEE）

922第 8 章　 应　 　 用



图 8. 29　 MPEG - 1 第Ⅲ层音频编码器与解码器结构

（参考文献 [D33] Ⓒ 1995 IEEE）

　 　 在国际音频编码标准 （MPEG系列和 H. 262） 和许多商业音频播放产品， 如日

本索尼公司的 MiniDisc / ATRAC / ATRAC2 / SDDS 数字音频编码系统 （ ATRAC，
Adaptive Transform Acoustic Coding， 自适应变换声学编码）、 美国 AT&T公司的 PAC
（Perceptual Audio Coder， 感知音频编码） /美国朗讯科技 （Lucent Technology） 公

司的 PAC /增强 PAC /多通道 PAC 中， MDCT 都为基本处理模块以获得高压缩率

（见表 8. 3 和表 8. 4） [D35] 。
这里我们集中考虑如何用 FFT实现各种形式的 MDCT和 IMDCT （逆 MDCT）。
图 8. 25 给出了利用听觉掩蔽效应基于感知的编码器。 幅度分辨率与由此得到

的比特分配方法和每个临界频带的比特率， 可由信掩比 （Signal - to - Mask Ratio，
SMR） 与频率的关系得出。 SMR可通过对待编码音频块进行基于 FFT （如 1024 点

FFT） 的谱分析得出。 关于频域编码器与子带 /变换系数的动态比特分配的内容详

见参考文献 [D33]。
美国高级电视业顾问委员会 （Advanced Television Systems Committee， ATSC）

的 DTV 标准包括数字高清电视 （High Definition Television， HDTV） 和标清电视

（Standard Definition Television， SDTV）。 ATSC音频压缩标准为 AC -3 （见参考文献

[D51， D52]）。 若需下载标准请访问 http： / / www. atsc. org / standards / 。
编码预处理模块 （见图 8. 32） 给出了图 8. 30 所示的增量控制的细节信息。 解

码后处理模块 （见图 8. 33） 给出了图 8. 31 所示的增量控制的细节信息。 注意图

8. 31 和图 8. 32 所示的 256 或 32 点 MDCT和 IMDCT是通过 FFT实现的 （见图 8. 33
和图 8. 34）。
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图 8. 30　 MPEG - 2 AAC编码器框图

（参考文献 [D39] Ⓒ ISO. 本资料转载自 ISO / IEC 13818 - 7： 2006， 以国际标准化组

织 （ISO） 名义经美国国家标准协会 （ANSI） 许可。 未经 ANSI 授权不得以任何形式进行

复制或转载， 如利用电子恢复系统， 或使其在因特网、 公共网络中传播。 该标准的副本可

于 ANSI购买， 地址： 25 West 43 Street， New York， NY 10036 （212） 642 - 4900， http： / /
webstore. ansi. org）
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图 8. 31　 MPEG - 2 AAC解码器框图

（参考文献 [D39] Ⓒ ISO. 本资料转载自 ISO / IEC 13818 - 7： 2006， 以

国际标准化组织 （ISO） 名义经美国国家标准协会 （ANSI） 许可。 未经 AN-
SI授权不得以任何形式进行复制或转载， 如利用电子恢复系统， 或使其在因

特网、 公共网络中传播。 该标准的副本可于 ANSI 购买， 地址： 25 West 43
Street， New York， NY 10036 （212） 642 - 4900， http： / / webstore. ansi. org）
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表 8. 3　 滤波器库特性比较 （参考文献 [D38] Ⓒ 1997 AES）

特性 层 1 层 2 层 3 AC - 2 AC - 3 ATRAC① PAC / MPAC PAC / MPAC

类型 PQMF PQMF
混合

PQMF /
MDCT

MDCT / MDST MDCT
混合

QMF /
MDCT

MDCT

48kHz下的频率分解 / Hz 750 750 41. 66 93. 75 93. 75 46. 87 23. 44

48kHz下的时间分解 / ms 0. 66 0. 66 4 1. 3 2. 66 1. 3 2. 66

脉冲响应 （LW） 512 512 1664 512 512 1024 2048

脉冲响应 （SW） — — 896 128 256 128 256

48kHz下的帧长 / ms 8 24 24 32 32 10. 66 23

　 　 注： LW， Long Window， 长窗口； SW， Short Window， 短窗口。
① ATRAC工作于采样频率为 44. 1kHz时。 为便于比较， 帧长度与冲击响应的数值是当 ATRAC 系统工作

于 48kHz时得到的。

表 8. 4　 现有音频编码系统比较 （截止 1997 年） （参考文献 [D38] Ⓒ 1997 AES）

比特率 质量 复杂性 主要应用 起用年份

MPEG -1 层

1
32 ～ 448kb / s
total

192kb / s / ch
下质量好

低 enc / dec DCC 1991

MPEG -1 层

2
32 ～ 384kb / s
total

128kb / s / ch
下质量好

低解码器 DAB， CD - I， DVD 1991

MPEG -1 层

3
32 ～ 320kb / s
total

96kb / s / ch
下质量好

低解码器

ISDN， 卫星

广播系统

和因特网音频

1993

杜比 AC -2
128 ～ 192
kb / s / ch

128kb / s / ch
下质量好

低 enc / dec 点对点， cable 1989

杜比 AC -3 32 ～ 640kb / s
384kb / s / ch
下质量好

低解码器
点对多点

HDTV. cable. DVD
1991

索尼 ATRAC ≈140kb / s / ch 低 enc / dec MD 1992

AT&T PAC 低解码器

APT - X100 固定压缩 1∶ 4
非常低

enc / dec
录音室专用 1989

　 　 注： enc / dec， encoder / decoder， 编码器 /解码器； DCC， Digital Compact Cassette， 数字盒式磁带录音机；
MD， MiniDisc， 迷你光盘。
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图 8. 32　 MPEG - 2 AAC编码器预处理模块框图

（参考文献 [D35] Ⓒ 1997 AES） PQF—多相正交滤波器

图 8. 33　 MPEG - 2 AAC解码器后处理模块框图

（参考文献 [D35] Ⓒ 1997 AES） IPQF—逆多相正交滤波器
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图 8. 34　 心理声学模型框图

8. 15　 奇叠加 TDAC

使用 MDCT的奇叠加 TDAC定义为[D23]

XMDCT（k） = ∑
N-1

n = 0
x（n）cos 2πN （n + n0） k + 12（ ）[ ]　 k = 0，1，…，N - 1

（8. 35）
式中， x（n） 为输入信号 x（ t） 在采样点 n 处的量化值； N 为采样块的长度； n0 =
（N / 2） + 1
2 为需要进行混叠消除的相位项； x（n） 表示第 n 个采样点值。

MDCT可利用 FFT如下实现：
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将 x（n）exp - jπnN
 

 
 

 

 
 [ ]的 FFT写为

FFT x（n）exp - jπnN（ ）[ ] = X^ （k） = R（k） + jQ（k） （8. 36）

式中， R（k） 和 Q（k） 分别为 X^ （k） 的实部和虚部， 则

XMDCT（k） = R（k）cos 2πn0
N k + 12（ ）[ ] + Q（k）sin 2πn0

N k + 12（ ）[ ] （8. 37）

证明：

　 FFT x（n）exp - jπnN（ ）[ ]

= ∑
N-1

n = 0
x（n）exp - jπnN（ ）exp - j2πnkN（ ）

= ∑
N-1

n = 0
x（n）exp - j2πnN （k + 12 ）[ ]

= ∑
N-1

n = 0
x（n）cos 2πn

N （k + 12 ）[ ] - j∑
N-1

n = 0
x（n）sin 2πn

N （k + 12 ）[ ]
= R（k） + jQ（k） （8. 38）

XMDCT（k） = R（k）cos 2πn0
N k + 12（ ）[ ] + Q（k）sin 2πn0

N k + 12（ ）[ ]

= ∑
N-1

n = 0
x（n） cos 2πnN k + 12（ ）[ ]cos 2πn0N k + 12（ ）[ ] - 

 
 

　 sin 2πnN k + 12（ ）[ ]sin 2πn0N k + 12（ ）[ ]  
 
 

= ∑
N-1

n = 0
x（n）cos 2πN n + n0（ ） k + 12（ ）[ ] （8. 39）

即式 （8. 35）。 图 8. 35 给出了上述过程的流程图。
IMDCT定义如下

x（n） = 1N∑
N-1

k = 0
XMDCT（k）cos 2πN （n + n0） k + 12（ ）[ ]　 n = 0，1，…，N - 1

（8. 40）
可以通过 IFFT实现。 首先， 令

x̂（n） = IFFT XMDCT（k）exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]　 n = 0，1，…，N - 1 （8. 41）

x（n） = r（n）cos π（n + n0）
N[ ] - q（n）sin π（n + n0）

N[ ] （8. 42）

式中， r（n） 和 q（n） 分别为 x̂（n） 的实部和虚部。
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图 8. 35　 通过 FFT实现奇叠加 TDAC的框图

MDCT已被用于 AC -3、 AAC、 MPEG -1 第 3 层第 2 级， MPEG -4 音频部分和

ATSC的 HDTV[D16， D18， D20， D31， D32， D38 - D40， D43， D45， D47 - D50] 。 除 FFT 以外， 已经开

发出了多种实现 MDCT / MDST 及其逆的高效快速算法[D45， D48， D49] 。 参考文献

[D47] 中给出了一种用整数实现的 MDCT， 称作 IntMDCT。 后者保留了许多 MDCT
比较好的特性， 提供了非常好的重建性、 块交叠、 临界采样， 以及较好的频率选择

性和快速算法。 其额外的作用是在无损音频压缩中的应用[D47] 。
请详细研究参考文献 [M13] 的图 11. 15 所示的MATLAB仿真和图 11. 18 所示

的使用 DCT和 MDCT的波形编码。

8. 16　 感知变换音频编码器 [D3， D4]

对音频信号感知熵 （Perceptual Entropy， PE） 的估计是由几种众所周知的噪声

掩蔽方法结合得来的。 这些方法与一种启发式的音频激励短期频率掩蔽模型相结合

用于音调估计。 每一个短期音频激励段的感知熵， 由编码该音频信号短期功率谱所

需的比特数结合掩蔽模型等级处填加噪声所需的分辨率而估计得出。 图 8. 36 给出

了关于感知熵计算的详细内容。 加窗与频率变换是通过一个汉宁 （Hanning） 窗后

接一个长度为 2048 的实 -复 FFT 并保留前 1024 个系数来实现的 （dc 系数与
fs
2 频

率处的系数算作一个）。 临界频带分析用于计算掩蔽门限。 借助于 FFT 可知， 功率

谱为 P（ω） = [Re 2（ω） + Im2（ω）]。 其中， Re （ω） + jIm （ω）为 DFT系数。 通过将

不同频段功率谱相加， 可得临界频带。
PE方法能够很好地估计出基于人耳听觉系统的音频信号比特率的下限。 关于

这部分的详细内容见参考文献 [D3， D4]。
熵编码感知变换编码器最初是为单声道信号开发的[D3，D4] ， 后来扩展到了立体

声信号[D6] （见图 8. 37）。 后者， 同时利用了立体声信号的冗余与听觉环境中的声

音混合效应， 该效应使得编码立体声信号的比特率远小于单声道信号编码比特率的

两倍。
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图 8. 36　 感知熵 （PE） 的计算

（参考文献 [D4] Ⓒ 1988 IEEE）

图 8. 37　 SEPXFM编码器框图 （立体声熵编码的感知变换编码器）
（参考文献 [D6] Ⓒ 1989 IEEE）

8. 17　 OCF 编码器

最优频域 （Optimun Coding in the Frequency - domain， OCF） 编码器[D10]使用

了频谱值熵编码以增加编码效率和编码器灵活度。 低复杂度自适应变换编码

（Low - Complexity Adaptive Transform Coding， LC - ATC） 与 OCF编码器都使用了变

换编码以去除冗余和高度适应感知。 OCF 编码器框图如图 8. 38 所示， 解码器框图

如图 8. 39 所示。 输入信号经过加窗处理， 并用改进型离散余弦变换 （Modified
DCT， MDCT） 进行变换， MDCT 被用作一个临界采样滤波器。 MDCT 利用 FFT 实

现， OCF解码器中的逆变换 （即 IMDCT） 利用 IFFT实现。
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图 8. 38　 OCF编码器框图

（参考文献 [D10] Ⓒ 1990 IEEE）

图 8. 39　 OCF解码器框图

（参考文献 [D10] Ⓒ 1990 IEEE）

8. 18　 NMR 评估系统

在另一种应用中， FFT用于基于噪掩比 （Noise - to - Mask Ratio， NMR） 和掩

蔽标识 （masking flag） 的客观量化噪声可听度评估方法[D10] 。 它使用 1024 采样点

的汉宁窗 FFT计算每 512 个采样点 （11. 6ms， 采样率为 44. 1kHz）。 NMR评估系统

框图如图 8. 40 所示。
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图 8. 40　 NMR评估系统框图

（参考文献 [D10] Ⓒ 1990 IEEE）

8. 19　 移动接收音频编码器

CCETT [D7]开发了一个 48 kHz采样率、 工作于编码正交频分复用 （Coded Orthogo-
nal FDM， COFDM） 广播系统上的子带音频编码系统。 该系统致力于制作有声节目和降

低比特率， 包括信道编码与调制。 优化的子带编解码器框图如图 8. 41所示。

图 8. 41　 优化的立体声子带编码器 （上） 和解码器 （下）
（参考文献 [D7] Ⓒ 1989 ITU）
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处理立体声的子带编码器可在一个与 VME总线兼容的欧标板的 DSP上实现。

8. 20　 高质量音乐信号的自适应功率谱感知熵编码 （ASPEC）

如掩蔽模式通用子带集成编码与复用 （Masking Pattern Universsal Subband Inte-
grated Coding and Multiplexing， MUSICAM） 中所述 （见本章 8. 23 节）， 高质量音乐

信号的自适应功率谱感知编码 （Adaptive Spectral Perceptual Entropy Coding of high
quality music signals， ASPEC [D9， D17]是另一种音频编码标准， 它被 ISO选用作广泛

的音频测试用于 MPEG音频中可行的应用。 MUSICAM （指子带算法） 被选作为基本

的 MPEG音频部分， 而 ASPEC 的心理声学模型被融入 MPEG 音频编码标准中。 AS-
PEC结合了许多其他高性能音频编码系统的思想， 这些编码标准由德国埃尔朗根大

学 /弗劳恩霍夫协会 （University of Erlangen / Fraunhofer Society）、 美国 AT&T 贝尔

（Bell） 实验室 （两种编码器）、 德国汉诺威大学 /汤姆森消费电子 （University of Han-
nover / Thomson Consumer Electronics） 和 CNET [D17]提出。 ASPEC同时满足了 ISO包

层协议的所有需求。 下面给出了单通道编码器 （见图 8. 42） 和解码器 （见图 8. 43）
的框图。 其中， 滤波器通过改进型离散余弦变换 （MDCT） 来实现。 MDCT 将 2n 个

时域采样点变换为 n 个频域变换系数， 即 （下采样） 为 n 个时域采样点的块。 每一

图 8. 42　 单通道 ASPEC编码器框图

（参考文献 [D17] Ⓒ 1991 AES）

图 8. 43　 单通道 ASPEC解码器框图

（参考文献 [D17] Ⓒ 1991 AES）
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个采样点都同时为两个块的元素。 IMDCT 将 n 个变换系数映射为 2n 个时域采样

点。 一个重叠和相加的操作能够消除由下采样产生的混叠效应 （属于 TDAC）。
MDCT为

Xb（m） = ∑
2n-1

k = 0
f（k）xb（k）cos

π
4n（2k + 1 + n）（2m + 1）[ ]

m = 0，1，…，n - 1 （8. 43）
式中， xb（k） 为块 b 的第 k 个采样点， 满足 xb（k + n） = xb +1 （k）， k = 0， 1， …，
n - 1； f（k） 为加窗函数， k = 0， 1， …， 2n - 1； Xb（m） 为第 m 个变换系数， m =
0， 1， …， n - 1。 其中的一个窗函数为

f（k） = sin π（2k + 1）
4n[ ]　 　 k = 0，1，…，2n - 1 （8. 44）

IMDCT为

yb（p） = f（p）∑
n-1

m = 0
Xb（m）cos

π
4n（2p + 1 + n）（2m + 1）[ ]

p = 0，1，…，2n - 1 （8. 45）
且有

xb（q） = yb -1（q + n） + yb（q）　 q = 0，1，…，n - 1 （8. 46）
在已开发的几种实现 MDCT 及其逆变换的快速算法中， 有一种高效的算法是

利用 FFT实现的。 用于计算为子带变换系数分配比特的掩蔽门限的人类听觉系统

心理声学模型是基于 FFT的[D7] 。

8. 21　 残差激励线性预测 （RELP） 声码器

FFT另一种应用为残差激励线性预测 （ Residual Excited Linear Prediction，
RELP） 声码器 （见图 8. 44）， 关于声码器更详细的内容见参考文献 [D30]。

图 8. 44　 基于 FFT的 RELP声码器

（参考文献 [D30] Ⓒ 1994 IEEE）
a） 发射机　 b） 接收机
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8. 22　 同态声码器

同态信号处理， 如同态反卷积， 可以用于测试声道特性， 以及从激励中提取信

号[D30] 。 同态声码器的主要思想是将声道和激励对数幅度谱结合可以产生语音对数

幅度谱。
图 8. 45 给出了一个使用倒谱的语音分析 -合成系统。 语音对数幅度谱的 IFFT

可以产生倒谱序列 Ce（n）。 可以看出， 与原点相近的倒谱（“que - frency”） 样本与

声道相关。 这些系数可以使用一个倒谱窗提取。 倒谱窗的长度必须小于最短的基音

周期。 还可以看出， 对于浊音， 倒谱序列在基音周期处有较大的采样值。 因此， 可

以通过倒谱来估计基频。

图 8. 45　 一个同态语音分析 -合成系统

（参考文献 [D30] Ⓒ 1994 IEEE）
a） 分析　 b） 合成

合成器对倒谱进行了 FFT 并对其结果的频率分量进行指数运算。 对这些分量

作 IFFT可得该声道的冲激响应， 将该冲激响应与激励卷积可以产生合成语音。 尽

管倒谱声码器自提出后未能得到许多应用， 但基于倒谱的基音和声道估计法已得到

了许多语音处理其他方面的应用。 此外， Chung 和 Schafer [D5， D12]的报告指出， 将

同态反卷积与分析 -合成激励模型相结合可以产生 4. 8kb / s上的高质量语音[D30] 。

8. 23　 掩蔽模式通用子带集成编码与复用 （MUSICAM）

为响应 ISO “开发数字音频编码标准” 的提议， 有 14 家公司提交了提案。 由

于这些提案具有相似性， 因此将这些公司分成了四个研发小组。 最终选出了两种编

码算法 （MUSICAM———子带编码， ASPEC———变换编码； ASPEC 在 8. 20 节已经介

绍过） 由瑞典广播公司 （位于瑞典斯德哥尔摩） 进行全方位测试。 根据 11 种性能

（除过 ISO包层协议的系统需求[D8] ） 的得分经相应加权因子加权后得到的平均分，
掩蔽模式通用子带集成编码与复用 （Masking - pattern Universal Sub - band Integrat-
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ed Coding and Multiplexing， MUSICAM） 获得的分数比 ASPEC 高近 6à （见表

8. 5） [D15] 。
MPEG音频[D50]是两个组联合的结果， 通过结合两个算法 （MUSICAM 和 AS-

PEC） 最高效的部分得到了一个标准算法。
由法国、 荷兰和德国的工程师[D11]开发的子带编码方案 MUSICAM是基于人类

听觉感知的， 即人耳的时域和频域掩蔽效应 （见图 8. 46）。
滤波器产生了音频信号的子带信号 （对于时域掩蔽效应很有用）。 FFT与音频信号

的滤波并行进行， 以对子带进行动态比特分配。 通过结合FFT的高频域分辨率和缩放因

子的高的时域分辨率， 可以从时域和频域两个方面精确估计出人耳的掩蔽门限。

图 8. 46　 MUSICAM编码器 （上） 与解码器 （下） 流程图

（参考文献 [D11] Ⓒ 1990 IEEE）

表 8. 5　 主观与客观测试得分 （参考文献 [D15] Ⓒ 1990 IEEE）

算法 ASPEC MUSICAM

主观测试 3272 2942

客观测试 4557 5408

合计 7829 8350
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8. 24　 AC -2 音频编码器

美国杜比实验室开发的数字音频编码器称作杜比 AC - 2。 对于 16 比特

PCM， 其采样频率为 32、 44. 1、 48 kHz， 对应的压缩率分别为 5. 4 ∶ 1、 5. 6 ∶ 1、
6. 1 ∶ 1 [D13， D14， D19， D21， D24] 。

一个加窗重叠相加过程用在了分析 /合成滤波器中， 且利用 FFT 高效实现。 编

解码框图分别如图 8. 47 和 8. 48 所示。 正如前文提到的， TDAC 和子带分解 （临界

频带） 是通过在重叠块进行可选的 MDCT / MDST实现的。 这是偶叠加 TDAC。

图 8. 47　 AC - 2 数字音频编码器框图

（参考文献 [D21] Ⓒ 1992 IEEE）

图 8. 48　 AC - 2 数字音频解码器框图

（参考文献 [D21] Ⓒ 1992 IEEE）

MDCT / MDST定义如下

XC（k） = 1N∑
N-1

n = 0
x（n）cos 2πk

N （n + n0）[ ]　 k = 0，1，…，N - 1 （8. 47）
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和

XS（k） = 1N∑
N-1

n = 0
x（n）sin 2πk

N （n + n0）[ ]　 k = 0，1，…，N - 1 （8. 48）

式中， n0 =
N
2 + 1

 

 
 

 

 
 / 2。 在 TDAC中每一个新的 N 采样点块与之前块重叠的长度为

块长度的 50à 。 由于每一个 MDCT 或 MDST 仅会产生 N / 2 个非零变换系数， 因此

需要使用变换滤波器进行临界采样。
IMDCT / IMDST将这些变换系数转换为 N 个时域交叠的音频采样点：

x̂C（n） = ∑
N-1

k = 0
XC（k）cos 2πk

N （n + n0）[ ]　 n = 0，1，…，N - 1 （8. 49）

x̂S（n） = ∑
N-1

k = 0
XS（k）sin 2πk

N （n + n0）[ ]　 n = 0，1，…，N - 1 （8. 50）

FFT技术已经十分高效地应用在 MDCT / MDST 及其逆变换中。 若将 MDCT 和

MDST看作一个复数 FFT的实部和虚部， 则仅用一个 FFT 就可以实现这两种变换。
这部分内容详见 8. 25 节和 8. 26 节。

8. 25　 利用 IFFT 实现 IMDCT / IMDST

N 个时域交叠的采样点 x̂C（n） 和 x̂S（n） 可由 IMDCT / IMDST 得出， 且可以用

IFFT如下实现：

x̂C（n） = Re∑
N-1

k = 0
XC（k）exp j2πk

N （n + n0）[ ]　 　 　

= Re ∑
N-1

k = 0
XC（k）exp j2πkn0

N
 

 
 

 

 
 [ ] exp j2πknN（ ）[ ] 

 
 

 

 
 （8. 51）

上 式 为 N XC （k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ] 的 IFFT 的 实 部。 类 似 地， IMDST 为

N XS （k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]的 IFFT的虚部， 或者

x̂S（n） = Im IFFT N XS（k）exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ] 

 
 

 

 
 （8. 52）

式中， n0 =
N
2 + 1

 

 
 

 

 
 / 2； XC（k） 和 XS （ k） 分别为 x（n） 的 MDCT 和 MDST （见式

（8. 47） 和式 （8. 48））。

由于 XC （k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]是共轭对称的， 因此式 （8. 51） 中 IFFT 的虚部

为零。 类似地， 由于 XS （k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]是共轭反对称的， 因此式 （8. 52） 中
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IFFT 的实部为零。
由于式 （8. 51） 和式 （8. 52） 中的两个 IFFT输出分别是纯实数和纯虚数， 因

此这两个 N 点 IFFT可以合并为一个复 N 点 IFFT， 相比于式 （8. 51） 和式 （8. 52）
可以降低一半的加法 -乘法运算量。 图 8. 49 给出了该过程的框图。
证明： 当 N = 8 时

XC（N - k） = - XC（k）　 k = 1，2，…，N2 - 1 （8. 53a）

XC（ N2 ） = 0 （8. 53b）

图 8. 49　 利用 IFFT实现 IMDCT / IMDST （N = 8， n0 =
N
2 + 1（ ） / 2，

W = e - j2π / N。 这里 W =W8）

exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 { }

N -1

k =0
= （1， d1， d2， d3， j， - d∗3 ， - d∗2 ， - d∗1 ） （8. 54）

由式 （8. 53） 和式 （8. 54） 可知

XC（k）exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]

N -1

k =0
= {XC（0），XC（1）d1，XC（2）d2，XC（3）d3，0，

　 XC（3）d∗3 ，XC（2）d∗2 ，XC（1）d∗1 } （8. 55）

式中， XC（k） 恒为实值， 因此 XC（k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]是共轭对称的。 由于

x̂C（n） = Re∑
N-1

k = 0
[XC（k）exp（j2πkn0 / N）]W -kn

N （8. 51）

x̂C（n） = Re[XC（0） + XC（1）d1ej2nπ / N + XC（2）d2ej4nπ / N + XC（3）d3ej6nπ / N

　 + XC（3）d∗3 ej10nπ / N + XC（2）d∗2 ej12nπ / N + XC（1）d∗1 ej14nπ / N]
= Re[XC（0） + XC（1）d1ej2nπ / N + XC（2）d2ej4nπ / N + XC（3）d3ej6nπ / N

　 + XC（3）d∗3 e - j6nπ / N + XC（2）d∗2 e - j4nπ / N + XC（1）d∗1 e - j2nπ / N]
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= Re[XC（0） + （c1 + c∗1 ） + （c2 + c∗2 ） + （c3 + c∗3 ）] （8. 56）
其中

ck = XC（k）dkej2πnk / N 　 k = 1，2，…，N2 - 1

且 n 为一个整数。 式 （8. 56） 方括号中的求和结果为实数。
类似地， 对于 MDST有：

XS（0） = 0 （8. 57a）

XS（N - k） = XS（k）　 k = 1，2，…，N2 - 1 （8. 57b）

由式 （8. 57） 和式 （8. 54） 可得

XS（k）exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]

N -1

k =0
= {0，XS（1）d1，XS（2）d2，XS（3）d3，jXS（4），

- XS（3）d∗3 ， - XS（2）d∗2 ， - XS（1）d∗1 } （8. 58）

因此 XS （k） exp j2πkn0
N

 

 
 

 

 
 [ ]是共轭反对称的。

x̂S（n） = Im∑
N-1

k = 0
XS（k）exp j2πkn0

N
 

 
 

 

 
 [ ]W -kn

N （8. 59）

x̂S（n） = Im [XS（1）d1e
j2nπ
N + XS（2）d2e

j4nπ
N + XS（3）d3e

j6nπ
N + jXS（4）

　 - XS（3）d∗3 e
j10nπ
N - XS（2）d∗2 e

j12nπ
N - XS（1）d∗1 e

j14nπ
N ]

= Im [XS（1）d1e
j2nπ
N + XS（2）d2e

j4nπ
N + XS（3）d3e

j6nπ
N + jXS（4）

　 - XS（3）d∗3 e -
j6nπ
N - XS（2）d∗2 e -

j4nπ
N - XS（1）d∗1 e -

j2nπ
N ]

= Im [（c1 - c∗1 ） + （c2 - c∗2 ） + （c3 - c∗3 ） + jXS（4）] （8. 60）
其中

ck = XS（k）dkej2πnk / N 　 k = 1，2，…，N2 - 1

并且 n 为一个整数， 式 （8. 60） 的方括号中的求和结果为虚数。
本书第 2 章式 （2. 14） 阐述了复共轭理论。 类似地， 当 x（n） 为虚序列时， 其

N 点 DFT是共轭反对称的， 即

XF（ N2 + k） = - X
F∗（ N2 - k）　 k = 1，2，…，N2 （8. 61）

这暗示了 XF（0） 和 XF（ N2 ） 都为虚数。 给定 x（n） ⇔XF（k）， 则有 x∗（n） ⇔XF∗

（ - k）。 DFT对称性总结如下：
　 　 数据域　 ⇔　 DFT域

　 　 实序列　 ⇔　 共轭对称　 　 　 　 　 　 [见本书式 （2. 14） 和式 （8. 56）]
1
2 [x（n） + x

∗（n）]⇔ 12 [X
F（k） + XF∗（ - k）] 由线性性质得出 （8. 62）
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式中， x （n） 为一个复数。
虚序列　 ⇔　 共轭反对称　 　 　 [见式 （8. 60） 和 （8. 61）]

1
2 [x（n） - x

∗（n）]⇔ 12 [X
F（k） - XF∗（ - k）] （8. 63）

式中， x（n） 为一个复数。
由 DFT的对偶性质有：
　 　 　 　 　 共轭对称　 ⇔实序列

1
2 [x（n） - x

∗（N - n）]⇔ 12 [X
F（k） + XF∗（k）] （8. 64）

例如 （0， 1， 2， 3， 2， 1）⇔ （9， - 4， 0， - 1， 0， - 4）
共轭反对称⇔虚序列

1
2 [x（n） - x

∗（N - n）] ⇔ 1
2 [X

F（k） - XF∗（k）] （8. 65）

因此

实对称⇔实对称

x（ N2 + n） = x（
N
2 - n）　 或　 x（n） = x（N - n）　 n = 1，2，…，N2 （8. 66）

例如　 x
-
= （3， 4， 2， 1， 2， 4） T

虚对称⇔ 虚对称 （8. 67）
例如　（ j3， j， j2， j4， j2， j）⇔ （j13， - j2， j4， j， j4， - j2）

复对称⇔复对称 （由式 （8. 66） 和式 （8. 67） 线性结合可知）

假设 x（0） = x（ N2 ） = 0， 则可推出 DFT 更多的反对称性质和及其逆变换如下

（见参考文献 [IP19] 第 242 页和参考文献 [B23] 第 49 页）：
　 　 　 实反对称 ⇔ 虚反对称 （8. 68）

例如（0， 1， 0， - 1） ⇔ （0， - j2， 0， j2）
虚反对称⇔实反对称 （8. 69）

例如 （0， j， 0， - j） ⇔ （0， 2， 0， - 2）
复反对称 ⇔ 复反对称　 （由式 （8. 68） 和 （8. 69） 线性结合可知）

（8. 70）
例如　 （0， 1 + j， 0， - （1 + j）） ⇔ （0， 2 - j2， 0， - （2 - j2））

注意， 在式（8. 68） ～ （8. 70）中有 XF（0） = XF（ N2 ） = 0。

8. 26　 利用 IFFT 实现 MDCT / MDST

通过将 MDCT和 MDST看作一个复 IFFT的实部和虚部， 则可用一个 IFFT实现
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这两种变换。 由式 （8. 47） 和式 （8. 48） 中 MDCT / MDST的定义可知

XC（k） + jXS（k） = 1N∑
N-1

n = 0
x（n） cos 2πk

N （n + n0）[ ] + jsin 2πkN （n + n0）[ ]（ ）

= 1N∑
N-1

n = 0
x（n）exp j2πk

N （n + n0）[ ]

= W -kn0
N
1
N∑

N-1

n = 0
x（n）W -kn

N

= W -kn0
N IFFT[x（n）] （8. 71）

其中

n0 =

N
2 + 1

2
图 8. 50 给出了当 N = 8 时的流程图。

现总结如下， FFT及其逆变换已经广泛用于实现 MDCT / MDST中的滤波器， 以

及用于开发国际标准音频编码器的心理声学模型。 其他应用包括： RELP 声码器 /
同态声码器， OCF编码器， 感知变换音频编码器， NMR评价方法等。

图 8. 50　 利用 IFFT实现 MDCT / MDST （N = 8，

n0 =
N
2 + 1（ ） / 2， W = e - j2π / N， 这里 W =W8）

8. 27　 自相关函数和功率谱密度

在这部分， 我们计算一个随机变量的自相关函数和功率谱密度。
（1） 生成一个 N = 2000 的统计独立同分布的离散时域序列 {xn}， 该序列中的

元素选自 （ - 1， 1） 的均匀分布。 则序列 {xn} 自相关函数的无偏估计定义为

052 快速傅里叶变换： 算法与应用



图 8. 51　 一个随机序列的自相关函数功率谱密度 （假设 fs = 1）
a） 自相关函数　 b） 功率谱密度

RX（m） = 1
N - m（ ）∑

N-m

n = 1
xnxn+m 　 　 m = 0，1，…，M　 　 　 　 　 　

= 1
N - m（ ） ∑

N

n = m
xnxn+m 　 m = - 1， - 2，…， - M （8. 72）

式中， M = 50， 计算 RX（m） 并画图 （见图 8. 51a）。
（2） 通过计算 RX（m） 的 DFT 来确定序列 {xn} 的功率谱密度， 并画图。 其

DFT定义为

SX（ f） = SFX（k） = （2M + 1） 点 DFT[RX（m）] = ∑
M

m = -M
RX（m）exp

- j2πmk
（2m + 1）[ ]

fs = 1　
1
2 ≤f≤12 　 -M≤k， m≤M （8. 73）

DFT通过 FFT实现。

图 8. 52　 滤波白噪声

8. 27. 1　 滤波白噪声

一个白随机过程 x（ t） 功率谱密度为 SX（ f） = 1
（ f 为任意值）， 其通过线性滤波器会产生一个冲激

响应 （见图 8. 52）：

h （ t） = e
- t
4 t≥0
0 其他{ （8. 74）

（1） 确定一个滤波器输出的功率谱密度 SY（ f）， 并画图。

H（ f） = ∫∞-∞ （e -t / 4）e -j2πftdt = ∫∞0 e - 1
4 + j2πf（ ）tdt = 1

1
4 + j2πf

（8. 75）

　 fs = 1　 　 -
1
2 ≤f≤12
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SY（ f） = SX（ f）H（ f）H∗（ f） = SX（ f） |H（ f） | 2 =
1

1
16 + （2πf）

2
（8. 76）

因此， 当 f = 0 时有 SY（ f） = 16。
（2） 通过对 SY（ f）的采样点做 IFFT可求得滤波器输出 y（ t） 的自相关函数 （见

图 8. 53）， 然后画图。

傅里叶变换和 DFT的近似误差如图 8. 53 所示。 如果令 h（ t） = e -
t
40 （ t≥0 时），

则这两种变换可以得到相同的结果。

图 8. 53　 自相关函数 （无归一化因子 1 / N） 与功率谱密度

（R （m） 下降越慢， SY （ f） 越尖锐； 假定 fs = 1）
a） 功率谱密度 SY （ f） 　 b） 对 SY （ f） 进行 IDFT实现的自相关

c） 对图 d所示函数进行 DFT得到的功率谱密度 　 d） 利用函数 “xcorr （h）” 计算的自相关

8. 28　 三维人脸识别

在参考文献 [LA7] 中， 多种利用 DFT 或 DCT 基于投影的特征被用于已注册

人脸的三维扫描结果中来进行人脸识别。 特征提取技术被用于已注册人脸的三种不
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同表示， 即三维点云、 二维深度图和三维 voxel （即体积元素） （见表 8. 6）。
表 8. 6　 用于三维人脸识别的表示方法和特征 （参考文献 [LA7] Ⓒ 2006 SPIE）

表示方法 特征

三维点云
　 · 二维 DFT
　 · ICA （独立成分分析）
　 · NNMF （非负矩阵分解）

二维深度图

　 · 全局 DFT
　 · 全局 DCT
　 · 块基 DFT （特征级处融合）
　 · 块基 DCT （特征级处融合）
　 · 块基 DFT （特征级处融合）
　 · 块基 DCT （特征级处融合）
　 · ICA （独立成分分析）
　 · NNMF （非负矩阵分解）

三维 voxel表示方法 　 · 三维 DFT

利用三维 DMA 人脸数据库[LA8] ， Dutagaci、 Sankur 和 Yemez [LA7]测试了用于

识别时多种特征的性能 （见表 8. 7）。 该数据库包含了 106 种人脸扫描结果。 关于

训练、 测试数据及每个人所需样本数 （这也为提高识别性能的建议） 详见参考文

献 [LA7]。
Wu和 Zhao [LA9]描述了基于 FFT的新的精确测量电子功率谐波的方法。

表 8. 7　 识别性能与特征数 （参考文献 [LA7] Ⓒ 2006 SPIE）

表示方法 特征 特征数 识别精度 （% ）

三维点云

二维 DFT 2 × 400 - 1 = 799 95. 86

ICA 50 99. 79

NNMF 50 99. 79

二维深度图

全局 DFT 2 × 8 × 8 - 1 = 127 98. 24

全局 DCT 11 × 11 = 121 96. 58

块基 DFT （特征级处融合）
　 （20 × 20） 块 （12 个块），

　 每个块为 （2 × 2 × 2 - 1）， 共 84
98. 76

块基 DCT （特征级处融合）
　 （20 × 20） 块 （12 个块），
　 每个块为 （3 × 3）， 共 108

98. 24

块基 DFT （特征级处融合）
　 （20 × 20） 块 （12 个块），
　 每个块为 （4 × 4 - 1）， 共 180

98. 13

块基 DCT （特征级处融合）
　 （20 × 20） 块 （12 个块），
　 每个块为 （6 × 6）， 共 432

97. 82

ICA 50 96. 79

NNMF 50 94. 43

三维 voxel表示方法 三维 DFT 2 × 4 × 4 × 4 - 1 = 127 98. 34
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8. 29　 二维多采样率处理

本节， 我们回顾一下二维多采样率系统的基本内容[F28] 。 对于可看作时间函数

的信号， 术语 “多采样率” 是指在系统中不同的点处的信号采样率也不同。 对于

二维信号， 我们用 “多采样率” 表示在系统的点阵上， 信号定义不同， 而与点阵

坐标轴的物理意义无关。
整数点阵 （integer lattice） Λ 定义为所有整数向量 n = （n1， n2） T 的集合。 采

样后的子点阵 Λ[D]对应于采样矩阵 [D]， 为整数向量 m 的集合， 满足 m = [D]n。
考虑如下的采样矩阵 [D]：

[D] = [D3] =
　 2 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 （8. 77）

点阵 Λ 和 Λ[D]如图 8. 55e所示。 点阵 Λ 为空心和实心的小圆圈， 子点阵 Λ[D]
为实心的小圆圈。 为了更合理地定义子点阵， 采样矩阵必须是非奇异的， 且其元素

必须为整数。 对于一个子点阵， 可以有无限多个采样矩阵与之相对应， 而且其中任

意一个矩阵都可以通过其他矩阵右乘一个行列式为 ± 1 的整数矩阵得到。 一个子点

阵的陪集是由子点阵经移位向量 k 移位后得到的， 因此对于 Λ[D] 有 D = | det
（[D]） |个不同的陪集， 且其并集恰好是整数点阵 Λ。 我们将向量 k 与某一个特定

的陪集一并称为一个陪集向量。

8. 29. 1　 上采样与内插

考虑采样因子为 D 的上采样， x（n） 的上采样 y（n） 为

y（n） =
x（[D] -1n） 如果[D] -1n∈Λ
0 其他{ 　 n =

n1
n2

 

 
 

 

 
 （8. 78）

则上采样信号 y（n） 的 DFT为

YF（ω） = XF（[D] Tω）　 ω =
ω1
ω2

 

 
 

 

 
 （8. 79）

Y（z） = X（z[D] ）　 z =
z1
z2

 

 
 

 

 
 （8. 80）

对信号进行上采样在傅里叶变换域的表现为是特征范围的减小 （例如通带）
以及方向的偏移。 正如图 8. 54 灰色区域的运动方式所示， XF （ω） 的一个完整周

期， 即一个单位频率单元{ω∈[ - π，π] × [ - π，π]}映射到了基带区域：
{[D] Tω∶ ω∈[ - π，π] × [ - π，π]} （8. 81）

例如， 若[D] = [D2]， 则
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图 8. 54　 将一个频域的单位周期移动至基带与对图像进行 1∶ 2 上采样，

[D2] T =
1 - 1
1 　 1
 

 
 

 

 
 

a） 灰色的区域为一个单位周期

b） 斜线阴影部分是由上采样造成的， 需要滤掉； 完整的图像共有 D 个 （D = | det [D] | = 2）

[D] Tω = [D2] T 　 ω =
1　 - 1
1　 　 1
 

 
 

 

 
 　
（新）　 （旧）
π
π

 

 
 

 

 
 =
0
2π
 

 
 

 

 
 

[D] Tω = [D3] T 　 ω =
2　 - 1
1　 　 1
 

 
 

 

 
 　

（新）　 （旧）
2
3 π

1
3 π

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
=
π
π

 

 
 

 

 
 

其中心为原点， 单位晶格映射到了基带区域的周围。 YF（ω） 中存在 D 个 （对于我

们的例子， D = 2， 灰色正方形区域和剩余区域如图 8. 54b 所示） XF（ω） 一个周期

的完整图像[F28] 。
一个上采样器后接一个仅能通过一幅图像的滤波器称为内插器。
式 （8. 81） 中的映射用于上采样也可以如下表示[F29] 。 这两种表示法都有其

作用。 通过观察式 （8. 78） 和式 （8. 79） 的傅里叶关系可以看出， 图 8. 54a 中灰

色正方形区域为

{ - π≤ω1≤π}∩{ - π≤ω2≤π}　 单元频率单元 （8. 82）
映射到了灰色方形 （平行四边形） 区域为

{ - π≤d11ω1 + d21ω1≤π}∩{ - π≤d12ω1 + d22ω1≤π} （8. 83）
其中

[D] =
d11 　 d12
d21 　 d22

 

 
 

 

 
 （8. 84）
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图 8. 55　 不同采样率的上采样和下采样

a） 水平下采样 [D] =
2 0
0 1（ ）　 b） 垂直下采样 [D] =

1 0
0 2（ ）

c） 有方向的下采样 [D2] = [Q1] =
1 1
- 1 1（ ） 　 d） 有方向的下采样 [D] = [Q2] =

1 - 1
1 1（ ）

e） 下采样 [D3] =
2 1
- 1 1（ ） 　 f ） 下采样后移动采样点

g ） 上采样图 f中的采样点移回原位[D3] - 1 =
1
3
1 - 1
1 2（ ）

注： 图 a ～ d下采样率为 2∶ 1； 图 f ～ g下采样和上采样率都为 3∶ 1

652 快速傅里叶变换： 算法与应用



8. 29. 2　 下采样和抽取

x（n）的[D] -重下采样 y（n）可表示为

y（n） = x（[D]n）　 n =
n1
n2

 

 
 

 

 
 （8. 85）

式中， [D] 称为采样矩阵 （sampling matrix）， 且是一个非奇异 2 × 2 整数矩阵。 容

易验证： 下采样因子 D = | det [D] | 。 D 的倒数是采样密度 （即采样率）。 则下

采样信号 y（n） 的 DFT为

YF（ω） = 1D∑
D-1

ι = 0
XF（（[D] T） -1（ω - 2πkι）） （8. 86）

存在 D 个陪集向量 k 与陪集[D] T 相关。
类似式 （8. 81）， XF （ω - 2πdι） 映射至相同的区域， ι = 0， D - 1。 该区域为

{ [D] Tω∶ ω∈通带} （8. 87）
【例 8. 5】 　 当 XF （ω - 2πd0） = XF （ω） 时， 有：

[D] Tω = [D2] Tω =
1 - 1
1 　 1
 

 
 

 

 
 
0
- π

 

 
 

 

 
 =

π
- π

 

 
 

 

 
 

[D] Tω = [D3] Tω =
2 - 1
1 　 1
 

 
 

 

 
 
0
- π

 

 
 

 

 
 =

π
- π

 

 
 

 

 
 

考虑采样矩阵 [D3] =
2 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 （见图 8. 56 和图 8. 57）， 首先我们选择一个

完整的与 Λ[D] T相关的陪集向量集合 kι。 由于 | det（D） T | = 3， 因此有 3 个不同的陪

集， kι 的一种选择为

图 8. 56　 [D3] =
　 2 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 时的基带区域 P 及其两种重叠情况 AP1和 AP2

（参考文献 [F28] Ⓒ 1991 IEEE）
a） 基带区域　 b） 重叠情况 AP1 　 c） 重叠情况 AP2

k0 =
0
0
 

 
 

 

 
 ， k1 =

1
0
 

 
 

 

 
 ， k2 =

2
0
 

 
 

 

 
 （8. 88）
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第二步是确定 2π （ [D] T） -1kι 的混叠偏移量。

图 8. 57　 采样矩阵 [D3] =
2 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 = （d1， d2） 的三个陪集向量集合

（当陪集向量用于一个多相的环境时， 其被称为 [D] 的多相移向量）

（[D3] T） -1 =
　 1 1
- 1 2

 

 
 

 

 
 （8. 89）

一般情况下有下列结论成立： 由 AP1和 AP2定义的频率区域是通带 （见图

8. 58）。

图 8. 58　 将单位周期移动至基带与图像上采样 [D2] T =
1 - 1
1 1
 

 
 

 

 
 

（图 c所示图像灰色区域是由上采样造成的， 需要滤除）

对于 2∶ 1 的下采样率无重叠时的频率划分的情况， 当正方形区域顺时针旋转

时， 其面积缩小至原来的一半。 灰色区域是通带。 在本书图 5. 36b中我们已经见到

DFT几何带状滤波的频率划分方式。

[D2] =
　 1 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 ⇒（[D2] T） -1 =

　 1 1
- 1 1

 

 
 

 

 
 （8. 90）

下面的基本性质定义了一个可行的通带。 令 P 表示通带频率的集合； APι 表示

将 P 按重叠偏移 2π（[D] T） -1kι 平移后的集合， ι = 1， …， D - 1。 则有：
P = {（[D] T） -1ω ∶ ω∈[ - π，π] × [ - π，π]}

即 （[D] T） -1ω = （[D] T） -1
π
π

 

 
 

 

 
 =

π
0
 

 
 

 

 
 （8. 91）

APι = {ω ∶ ω + 2π（[D] T） -1kι∈P}　 ι = 1，…，D - 1 （8. 92）
则 P 与任意 APι 的交集必为空集， 即
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P∩APι =Φ　 ι = 1，…，D - 1 （8. 93）
否则， 在通带中会存在一些频率与其他频率重叠。 直观来说， 若 P 中存在彼此相

隔为重叠偏移值的两个频率， 则该通带是不可行的， 因为这两个频率在下采样过程

中会重叠。 与形状无关， 一个可行的通带不得大于单位频率单元的 1 / D 倍。
令符号⇔表示一维和二维表达式之间的关联性。

y（n） = x（[D]n）⇔y（n） = x（2n） （8. 94）

S[D] （n） =
1　 当 n∈Λ[D]
0　 其他{

S[D] （n） = 1D∑
D-1

ι = 0
ej2πkTι [D] -1n⇔ 12 （1 + e

j2πn
2 ） （8. 95）

e[D] （ω） = e[D]
ω1
ω2

 

 
 

 

 
 =

e - j2πωTd1
e - j2πωTd2

 

 
  

 

 
  （8. 96）

[D] = （d1，d2），d1 =
d11
d21

 

 
 

 

 
 ，d2 =

d12
d22

 

 
 

 

 
 （8. 97）

式中，dk 为[D]的第 k 列。

s[D] （n） = 1D∑
D-1

ι = 0
[e[D] -1（2πkι）] -n （8. 98）

式（8. 94）中的下采样信号 y（n）可以通过两个步骤得到，首先将 x（n）与 s[D] （n）相
乘得到一个中间信号，即

w（n） = x（n）S[D] （n） （8. 99）
然后对其进行下采样。 该两步过程[F28]是一个一维情形的扩展[IP34（第441页）， F30（第91页）]。

w（n） = 1D∑
D-1

ι = 0
x（n）[e[D] -1（2πkι）] -n

做 Z 变换可得

W（z） = 1D∑
D-1

ι = 0
X[e[D -1] （2πkι）z] （8. 100）

由于 w（n） 仅在 Λ[D]上是非零的， 此时 w（n） 与 x（n） 相等， 有：
Y（z） = ∑

n∈Λ
y（n）z -n = ∑

n∈Λ
x（[D]n）z -n = ∑

n∈Λ
w（[D]n）z -n （8. 101）

将 m = [D] n 代入， 得

　 　 　 　 　 　 Y（z） = ∑
m∈Λ

w（m）z -[D] -1m = ∑
n∈Λ

w（n）z -[D] -1n （8. 102）

= ∑
n∈Λ

w（n）（z[D] -1） -n = w（z[D] -1） （8. 103）

因此， 根据式 （8. 100） 可得

Y（z） = 1D∑
D-1

ι = 0
X（e[D] -1（2πkι）z[D]

-1 （8. 104）
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Y（z） = 1D∑
D-1

ι = 0
X（e - j2πkTι [D] -1z[D] -1） （8. 105）

YF（ω） = 1D∑
D-1

ι = 0
XF（（[D -1] T）ω - 2π（[D -1] T）kι） （8. 106）

多采样率认证 （通常称为权威认证 （noble identity））， 在分析多维多采样率系

统时是一个很有用的工具。 其分析部分如图 8. 59 所示， H（ω） 和 [D] 分别为一

个二维滤波器和一个 2 × 2 的下采样矩阵。 有了多采样率认证， 滤波器和下采样矩

阵的顺序可以互换。 这是因为若一个系统的 Z 变换为 z[D]的函数， 则其有一个

Λ[D]上的非零冲激响应。 类似可知其综合部分[F28， F32] 。

图 8. 59　 多采样率认证

（参考文献 [F32] Ⓒ 2009 IEEE）

定义 8. 1　 令矩阵 [D] 第 ι 列由dι 给出， 则 z[D]可定义为一个向量， 其第 ι
列元素由下式给出：

zι = zd ι （8. 107）
　 【例 8. 6】 　 令

z =
z1
z2

 

 
 

 

 
 =

ejω1

ejω2
 

 
 

 

 
 ， ω =

ω1
ω2

 

 
 

 

 
 ， [D] = （d1， d2） =

　 2 2
- 1 1

 

 
 

 

 
 

则向量 z[D]的元素可由下式计算：
z1 = zd1 = ejω

Td1 = ej（2ω1 - ω2） = z21 z -12 （8. 108）
z2 = zd2 = ejω

Td2 = ej（2ω1 + ω2） = z21 z12 （8. 109）

z[D] =
z21 z -12
z21 z12

 

 
  

 

 
  （8. 110）

H（z[D] ） = H
z21 z -12
z21 z12

 

 
  

 

 
  （8. 111）

注意， 由于 [D] 是一个矩阵， 因此 z[D]被映射为一个向量； 又因为 dι 为一个向

量， 因此 zd ι被映射为一个复数。
定义 8. 2　 一个广义梅花形采样矩阵 （generalized quincunx sampling matrix） 所

有元素都为 ± 1， 其行列式为 2。 典型的梅花形采样矩阵为

[Q1] =
　 1　 1
- 1　 1

 

 
 

 

 
 　 [Q2] =

1　 - 1
1　 　 1
 

 
 

 

 
 （8. 112）

[Q1] 是这种情况下最常用的矩阵， 因此在下文中若没有特定的说明， 我们将

默认使用它。 梅花形下采样来源于一个下采样旋转表达式。
当对一个通带的频率表达式进行下采样时， 我们需要从上采样做起 （见图
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8. 60）。

图 8. 60　 对该带限信号进行下采样会将其变换延伸到整个单元格

（见式 （8. 82） 定义） 中， 且没有混叠

一个重采样的矩阵具有单位模。 一个单位模矩阵仅含有 0、 + 1 和 - 1 元素，
其行列式为 ± 1， 其逆矩阵也具有单位模。 那么有：

[R1] =
1　 1
0　 1
 

 
 

 

 
 　 [R2] =

1　 - 1
0　 1
 

 
 

 

 
 

[R3] =
1　 0
1　 1
 

 
 

 

 
 　 [R4] =

　 1　 0
- 1　 1

 

 
 

 

 
 （8. 113）

式中， [Ri] 叫做重采样矩阵 （resampling matrix） 或菱形转换矩阵 （diamond - con-
version matrix）， i = 1， …， 4。 将每一个矩阵应用到菱形通带上可得相应的平行四

边形通带 （见图 8. 61）

图 8. 61　 一个菱形的通带和四个 [Ri] 平行四边形通带， i = 1， …， 4

（每个矩阵下列出了三个等价的关系式）
（参考文献 [F31] Ⓒ 2004 IEEE）

8. 30　 快速均匀离散曲波 （curvelet） 变换 （FUDCuT）

小波分析方法在表示具有孤立奇异点的物体时很有效， 而脊波 （ ridgelet） 分

析方法在表示具有线状奇异点的物体时很有效[F25] 。 可以粗略地将 ridgelet 看作沿

某条线串联的一维小波。 因此在图像处理中使用 ridgelet 的动机是， 图像中的奇异
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点通常是沿着某个边缘或轮廓连成一条线的[F34] 。
由于在二维信号中， 点和线是通过 Radon 变换相关联的[B6] （Radon 变换中一

个点对应于自然图像的一条线）， 因此小波和 ridgelet 变换通过 Radon 变换相关联。
在二维情形中， ridgelet分析方法能够高效地处理线形的情形， 而小波分析方法不

能有效的处理沿着线和轮廓的奇异点。

8. 30. 1　 Radon 变换

一个函数 f （x， y） 的连续 Radon变换， 记作 Rp （ t， θ）， 定义为沿着 （x， y）

空间域与 y 轴夹角为 θ 并与原点距离为 t 的直线的线积分[B6， F34] 。 数学上可写为

Rp（ t，θ） = ∫∫∞-∞ f（x，y）δ（x cos θ + y sin θ - t）dxdy

- ∞ < t < ∞ ， 0≤θ < π （8. 114）
式中， δ（ t） 为狄拉克 （Dirac） δ函数。 在数字域这相当于位于一条特定的线上的

像素之和， 该线由截距 t 和倾角 θ 所定义 （MATLAB 中命令为 “ radon”， “ ira-
don”）。

需要注意的是， 将一维傅里叶变换用到 Radon变换 Rp（ t， θ） 上相当于极坐标

情形下的二维傅里叶变换。 具体来说， 令 FF（ω1， ω2） 为 f（x， y） 的二维傅里叶

变换， 在极坐标情形下， 我们写成 FFp（ξ， θ） = FF（ξcos θ， ξsin θ）， 则有：

FF（ξcos θ，ξsin θ） = 一维 FT[Rp（ t，θ）] = ∫∞
-∞
Rp（ t，θ）exp（ - jξt）dt

（8. 115）
这便是非常著名的投影切片 （projection - slice） 理论， 用于基于投影方法的图

像重建[F36， B6] 。 类似地， 对一幅图像的二维傅里叶变换做一维傅里叶逆变换可以

产生该图像的 Radon变换。 与一般情况下的逆变换不同， 该一维傅里叶逆变换定义

为沿着 （ω1， ω2） 傅里叶域与 ω2 轴夹角为 θ 直线的线积分。 其中， 逆变换对于每

个 θ 应用于每一条线可得二维 Radon 变换数据。 这种关系将被用于推导 ridgelet 变
换， 从而进一步推导 curvelet 变换。 curvelet 变换将于本节后面的部分介绍 （见图

8. 62）。

8. 30. 2　 脊波 （ridgelet） 变换

脊波 （ridgelet） 变换[F36]恰好是一维小波变换在 Radon 变换片上的应用， 其

夹角 θ 恒定， t 是变化的。 为完成 ridgelet变换， 我们必须沿着 Radon空间中的径向

变量方向做一维小波变换， 即

RI（α，b，θ） = ∫∞-∞ ψα，b（ t）Rp（ t，θ）dt （8. 116）

其中一维小波定义为

262 快速傅里叶变换： 算法与应用



图 8. 62　 各种变换之间的关系 （Radon变换相当于将一维傅里叶变换应用在二维傅里叶变换片上，
ridgelet变换相当于将一维小波变换应用在 Radon变换的片上。 需要注意的是在本节内容中，

Radon变换是使用二维傅里叶变换来计算的， 而不是直接计算的）
（参考文献 [F36] Ⓒ IEEE 2003）

ψα，b（ t） = α - 12 ψ t - b
α（ ） （8. 117）

式中， α = 2m， 表示尺度扩张； b = k2m， 表示平移。 其中， m 为级别指数， m 和 k
均为整数。 ridgelet 变换在检测给定长度的线方面是最优的， 线的长度即为块的

尺寸。
ridgelet变换恰好是一维小波变换在 Radon变换片上的应用。 因此， 有限 ridge-

let变换 （ Finite Ridgelet Transform， FRIT） [F33]相当于将有限 Radon 变换 （ Finite
Radon Transform， FRAT） [F33] 应用于整幅图像后对每一行做小波变换。 逆 FRIT
（Inverse FRIT， IFRIT） 相当于反向执行上述过程， 先对每一行做逆小波变换， 然

后对整个图像做逆 FRAT （Inverse FRAT， IFRAT） （见图 8. 63）。

8. 30. 3　 曲波 （curvelet） 变换

曲波 （ curvelet） 变换[LA25] 首先进行 à 多孔小波变换[F33] ， 然后重复使用

ridgelet变换。
à多孔子带滤波算法可以很好地适应数字 curvelet 变换。 该算法将 N × N 的图

像 ι 分解为如下的叠加形式：

I（x，y） = cj（x，y） +∑
M

m = 1
wm（x，y） （8. 118）

式中， cj 为原始图像 ι 的一个粗略或模糊的样本； wm 表示了图像 ι 在 2 -m级的细

362第 8 章　 应　 　 用



图 8. 63　 ridgelet变换流图 （傅里叶域的 2N 条放射状 （radial） 线是分开处理的。
沿着每一条放射状线做一维傅里叶逆变换， 然后再做一维非正交小波变换。 在实际

应用中， 一维小波系数是在傅里叶空间直接计算得出的）
（参考文献 [F35] Ⓒ IEEE 2002）

节。 因此， 该算法输出为 （M + 1） 个 N × N 的子带阵列。 m = 1 级对应于图像质量

最好的级， 即含有最高频率级。
该算法最简可如下描述[F35] 。
（1） 对输入图像应用 M 级 à多孔算法 （M 个 N × N 子带阵列） （见图 8. 64）。
（2） 设置块大小 B1 = Bmin （例如， Bmin = 16）。
（3） 对于 m = 1， 2， …， M 的每一个子带有：
1） 将子带分割为 Bm 大小的块， 对每一个块应用离散 ridgelet变换；
2） 若 mmodulo 2 = 1 （或 m 为奇数㊀）， 则下一个子带块大小为 Bm +1 = 2Bm；
3） 否则 Bm +1 = Bm。
【例 8. 7】 　 对于一幅 N × N 大小的图像， 每一个子带也为同样的大小 N × N。

令分级数 M = 5， 块的大小为 B1。 当 m = 1 时， 将子带 m = 1 分成大小为 B1 的块并

令B2 = 2B1。 当 m = 2 时， B3 = B2。 当 m = 3 时， B4 = 2B2。 当 m = 4 时， B5 = B4。

㊀　 原书此处错印为偶数。 ———译者注
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图 8. 64　 curvelet变换流图 （该图说明了将原始图像分解为若干子带并对

每个子带进行空域分割的过程， 然后对每个块做 ridgelet变换）
（参考文献 [F35] Ⓒ IEEE 2002）

　 　 第一代 curvelet变换于 2003 年进行了更新[F24] ， ridgelet 变换被取缔了。 这减

少了变换的冗余度而且增加了运行速度。 这种新的称为第二代 curvelet 变换的方法

使用了紧凑的框架。 在这种紧凑的框架下， 一个单独的 curvelet 变换在频域的一个

抛物面楔形区域拥有一个频率载体， 如图 8. 65a所示[F37] 。
建立上述结构的主要思想是将任意二维函数分解至频域严格带通的空间中。 这

些函数空间的载体形状都是同心锲形 （见图 8. 65a）。 每一级每一个方向上的 curve-
let系数估计为给定二维函数与带限 curvelet函数的内积。 该带限函数的中心在一个

网格上， 网格与频域 curvelet的楔形载体成反比 （见图 8. 65b）。 假设我们有两个平

滑函数 W 和 V， 满足可行性条件[F24， F38] ：

∑
∞

m = -∞
W2（2 -m r） = 1 （8. 119）

∑
∞

ι = -∞
V2（ t - 1） = 1 （8. 120）
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图 8. 65　 空域和频域 curvelet片
（参考文献 [F24] Ⓒ 2006 工业与应用数学协会）

a） 频域平面的片 （在频域， 一个单一 curvelet在一对楔形区域有频率载体）
b） 在给定缩放因子 m 和方向 ι 下 curvelet的空域网格

curvelet的频率窗函数 Um （ r， θ） 定义为如下傅里叶域关于 r 和 θ 的极坐标

形式：

Um（ r，θ） = 2 -3m / 4W（2 -m r）V 2⌊m / 2」θ
2π（ ） （8. 121）

式中， ⌊m / 2」为 m / 2 的整数部分。 Um （ r， θ） 的载体是两个灰色同心楔形 （或矩

形） 中的一个， 如图 8. 65a所示。 为了得到 curvelet的实数值， 频域对称窗函数 φ^ m
（ r， θ） 定义如下：

φ̂m（ r，θ） = Um（ r，θ） + Um（ r，θ + π） （8. 122）
回忆一下本书第 2 章式 （2. 14） 中的复共轭理论。 该窗函数用于定义在第 m 级第

一个方向上的 curvelet函数 φ^ m，1（ω） = φ̂m（ r，θ）。 在频率平面， 每一个 curvelet方向

以 L = （m， ι） 为索引。 在每一级 m 具有的方向个数是 2⌊m / 2」 。 在第 m 级上， cur-
velet方向 ι 是通过将 curvelet窗函数 φ̂m（ r， θ） 旋转产生的， 旋转角度为 θι = （ ι -
1）2π2 - ⌊m / 2」 。 其中， ι = 1， 2， …， 2 - ⌊m / 2」 。

粗尺度 curvelet 函数由极坐标窗函数 W （ r） 表示为 φ̂0 （ ω） W （ r）。 由式

（8. 119） 和式 （8. 120） 中 W（ r） 和 V（θ） 函数的定义可知， 函数 φ^ 0 （ω） 与经缩

放后的 φ̂2m，ι （ω） 对于所有的 ω 合并为一个。 其中， ω = （ω1， ω2 ） 是二维频率

变量。
curvelet变换[F24]在图像处理中已得到了广泛的应用， 因为它被证明在表示有

两个变量的函数时是最优的。 除沿曲线 C2 的一段是不连续的 （一个 C2 类的函数

是二阶连续可微的） 该函数是光滑的。 curvelet 变换在多种图像处理应用中具有很

好的性能， 尤其对于具有边缘的图像。 这些应用包括： 去噪声， 去卷积， 天文图

像， 成分分离 （见参考文献 [F25]）。 其离散情形是基于 FFT实现的， 称为快速均
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匀离散 curvelet变换 （Fast Uniform Discrete Crevelet Transform， FUDCuT）。
FUDCuT是一个可逆的多分辨率方向性变换， 从根本上说， 它是用滤波器库在

频域实现的连续 curvelet变换。 FUDCuT 正向变换的实现步骤如下： 首先， 将二维

数据 （图像） 通过 FFT变换到频域； 其次， 通过使用 curvelet窗可得到频域 curve-
let系数； 最后， 通过应用 IFFT， 可以得到时域 curvelet系数。 逆变换可以简单地通

过将这些步骤反向执行得到。 该变换有单边频率载体， 导致得到的系数为复数。
FUDCuT分解的一个例子如图 8. 66 所示， Lena 图像被分解为两级， 分别含有 6 个

和 12 个方向的子带。

图 8. 66　 快速均匀离散 curvelet变换 （FUDCuT） 的一个例子 （方向的个数随着频率

的增加而增加。 每一个通带区域可以有 3 × 2m （缩放因子 m = 1， 2） 个方向）
（参考文献 [F26] Ⓒ 2009 IEEE）

a） Lena图像　 b） FUDCuT的一种频率分解 （缩放因子 m = 2， 方向 ι = 12） 　 c） Lena图像的 FUDCuT系数

FUDCuT的正向和反向变换的实现步骤如下[F25] 。
（1） 将二维图像 x（n1， n2） 通过二维 FFT变换到频域

XF（k1，k2） =二维 FFT[x（n1，n2）]
（2） 频域的 XF（k1， k2） 利用窗函数 Um，ι（k1， k2） 进行加窗处理得到频域中

第 m 级， 方向 ι 上的系数， 即

CFm，ι（k1，k2） = Um，ι（k1，k2）XF（k1，k2）
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式中， 窗函数 Um，ι（k1， k2） 定义为以下两个窗函数的乘积：
Um，ι（k1，k2） =Wm（k1，k2）Vm，ι（k1，k2）

窗函数 Wm（k1， k2） 定义为

Wm （k1， k2） = ϕ2m +1 （k1， k2） - ϕ2m （k1， k2）
其中

Φm （k1， k2） = ϕ （2 -mk1） ϕ （2 -mk2）
函数 ϕ（k） 为 Meyer窗函数， 由下式给出：

（8. 123）

图 8. 67 给出了 Meyer 窗函数。 另外， 窗函数 Vm，ι（k1， k2） （原书错印为 Vm，ι

（k2， k2）。 ———译者注） 定义为

Vm，ι（k1，k2） = ϕ 2⌊m / 2」 k1
k2
- ι 

 
 

 

 
 

式中，⌊m / 2」表示 m / 2 的整数部分 （例如，⌊5 / 2」 = 2）。

图 8. 67　 Meyer窗函数

（3） 对于 m = 1， …， M， ι = 1， …， L， 时域中第 m 级、 方向 ι 的 curvelet系数

cm，ι（n1， n2） 是通过 CFm，ι（k1， k2） 的二维逆 FFT （IFFT） 得到的， 即

cm，ι （n1， n2） =二维 IFFT [CFm，ι （k1， k2）]
IFUDCuT可以通过如下步骤实现。
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（1） 对于每一个级别 m、 方向 ι， 将 curvelet 系数 cm，ι（n1， n2） 通过二维 FFT
变换到频域， 即

CFm，ι（k1，k2） =二维 FFT[cm，ι（n1，n2）]
（2） 对于每一个级别 m 和方向 ι， 将 CFm，ι（k1， k2） 与窗函数 Um，ι（k1，k2）相乘

得到 XFm，ι（k1，k2） ， 即

XFm，ι （k1， k2） = Um，ι （k1， k2） CFm，ι （k1， k2）
（3） 将所有的 XFm，ι （k1， k2） 相加， 即

XF（k1，k2） = ∑
M

m = 1
∑
M

ι = 1
XFm，ι（k1，k2）

（4） 最后， 利用二维 IFFT得到 x（n1， n2）， 即

x （n1， n2） =二维 IFFT [XF （k1， k2）]
上面的步骤式成立是因为窗函数 Um，ι（k1， k2） 需满足下式：

U20（k1，k2） +∑
M

m = 1
∑
L

ι = 1
U2m，ι（k1，k2） = 1

两级 FUDCuT滤波器的等价形式如图 8. 68 所示。
函数 υ（x） 为 Meyer小波的辅助窗函数 （或平滑函数）， 且满足如下性质 （见

图 8. 69 和图 8. 70）：
υ（x） + υ（1 - x） = 1 （8. 124）

图 8. 69 中， d 表示定义于 [0， 1] 的多项式 υ（x） 的阶数 （参考文献 [F24]
中提供了参考使用的软件）：

υ（x） = 0　 当 x < 0 （8. 125）
υ（x） = x　 当 0≤x≤1 和 d = 0 （8. 126）

υ（x） = x2（3 - 2x）　 当 0≤x≤1 和 d = 1 （8. 127）
υ（x） = x3（10 - 15x + 6x2）　 当 0≤x≤1 和 d = 2 （8. 128）

υ（x） = x4（35 - 84x + 70x2 - 20x3）　 当 0≤x≤1 和 d = 3 （8. 129）
υ（x） = 1　 当 x > 0 （8. 130）

二阶点为 1、 2L， 则有：

H = 1　 1≤ω≤2L - 2
L

3

H（ω） = cos π
2 υ

3ω
2L +1

- 1 

 
 

 

 
 [ ]　 2L - 2

L

3 + 1≤ω≤2L + 2
L

3 + 1

H = 0　 2L + 2
L

3 + 2≤ω≤2L +1 （8. 131）

H = 0　 1≤ω≤2L - 2
L

3

H（ω） = sin π2 υ
3ω
2L +1

- 1 

 
 

 

 
 [ ]　 2L - 2

L

3 + 1≤ω≤2L + 2
L

3 + 1
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图 8. 68　 快速均匀离散 curvelet变换 （FUDCuT） 与逆变换 （↓ [2 　 4] 表示在行方向

上以 2 为因子下采样， 在列方向上以 4 为因子下采样； ↑ [2 　 4] 表示以类似的方式

进行上采样或插值。 对于最大缩放因子 J = 2， 有 [D0] = diag （2J， 2J） = diag （4， 4）） [F25]

a） 正变换　 b） 逆变换

H = 1　 2L +1 - 2L - 2
L

3 - 1
 

 
 

 

 
 + 1≤ω≤2L +1 （8. 132）
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图 8. 69　 Meyer小波的辅助窗函数

图 8. 70　 低通以及高通 Meyer窗函数 （L = 4， d = 3）
a） 低通　 b） 高通

8. 31　 习题

（8. 1 节： 习题 8. 1 ～ 8. 3）
8. 1　 已知 XF（k）， k = 0， 1， …， N - 1。 推导一个采样因子为 3 的下采样公

式。 假设 N 能被 3 整除， 即 N = 3， 9， 27， …。
8. 2　 证明以 2 为因子进行上采样恰好可以在频域完成， 通过在 DFT块后加一

个相同的 DFT块 （见式 （8. 6））。
8. 3　 已知一个随机向量 x = （1， 2， 3， 4） T。 用 MATLAB 进行以 3 为因子的

频域插值。
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8. 4　 产生一个随机输入序列 x（n）， 长度为 18。 一个低通滤波器或抗齿锯滤

波器的冲激响应为 h（n） = 1
4 ，

1
2 ，

1
4{ }。 用 MATLAB实现在频域 2∶ 1 下采样， 它

为快速卷积滤波的一部分。 利用重叠保留法其中三段长度为 （L +M - 1） = 8， L =
6， M = 3。 因此 FFT和 IFFT的长度分别为 8 和 4。

（8. 4 节： 习题 8. 5、 8. 6）
8. 5　 利用式 （8. 19） 推导式 （8. 25）。
8. 6　 利用两点向量 （n1， n2） T 来描述空域， 记作 n。 这就使得二维 DFT 及其

逆变换有如下紧凑表达式：

X（k） = ∑
n
x（n）exp - j2π

N < k，n >{ }　 k =
k1
k2

 

 
 

 

 
 　 n =

n1
n2

 

 
 

 

 
 （P8. 1a）

x（n） = 1
N2∑k XF（k）exp j2π

N < k，n >{ } （P8. 1b）

式中， < k， n > = kTn 表示了 R2 空间上的内积。 Lawton 的 chirp 算法[IP3， IP9]被推

广到二维旋转的情形。 我们假设本习题中的 [A] 是对称矩阵。 对下面的 （a） 和

（b） 两部分用如下的矩阵 [A]：

[A] =
- cosθ sinθ
sinθ cosθ

 

 
 

 

 
 =

- α β
β α

 

 
 

 

 
 （P8. 2）

（a） 令

Z（n） = exp - jπN < n，[A]n >{ } = exp jπN [（n
2
1 - n22）α - 2n1n2β] 

 
 

 

 
 （P8. 3）

从

x（[A]n） = x（ - n1cosθ + n2 sinθ，n1 sinθ + n2cosθ）

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）exp

j2π
N [（ - k1n1 + k2n2）α + （k1n2 + k2n1）β]（ ）

（P8. 4）
出发证明

x（[A]n） = Z（n）∑
k
{XF（k）Z（k）}Z∗（k - n） （P8. 5）

（b） 令

Z（n） = exp jπN < n，[A]n >{ } （P8. 6）

与 （a） 不同， 从下式开始：
XF（[A]k） = XF（ - k1cosθ + k2 sinθ，k1 sinθ + k2cosθ）

= ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）exp

- j2π
N [（ - k1n1 + k2n2）α + （k1n2 + k2n1）β]（ ）

（P8. 7）
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得到

XF（[A]k） = Z（k）∑
n
{x（n）Z（n）}Z∗（k - n） （P8. 8）

对下面的 （c） 和 （d） 两部分用如下的矩阵 [A]：

[A] =
sinθ cosθ
cosθ - sinθ

 

 
 

 

 
 =

α β
β - α

 

 
 

 

 
 （P8. 9）

（c） 当

Z（n） = exp jπN < n，[A]n >{ } （P8. 10）

此时重做 （a） 部分。
换句话说， 从下面的公式出发证明式 （P8. 5）：
x（[A]n） = x（n1 sinθ + n2cosθ，n1cosθ - n2 sinθ）

= 1
N2∑

N-1

k1 = 0
∑
N-1

k2 = 0
XF（k1，k2）exp

j2π
N [（k1n1 - k2n2）α + （k1n2 + k2n1）β]（ ）

（P8. 11）
（d） 当

Z（n） = exp - jπN < n，[A]n >{ } （P8. 12）

此时重做 （b） 部分。
换句话说， 从下面的公式出发证明式 （P8. 8）：
XF（[A]k） = XF（k1 sinθ + k2cosθ，k1cosθ - k2 sinθ）

= ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
x（n1，n2）exp

- j2π
N [（k1n1 - k2n2）α + （k1n2 + k2n1）β]（ ）

（P8. 13）
8. 7　 利用式 （8. 29） 推导式 （8. 33）。
8. 8　 证明由式 （8. 41） 可得出式 （8. 42）。
8. 9　 类似用 FFT实现奇叠加 TDAC （见图 8. 34）， 画出用 IFFT实现 IMDCT的

框图 （参见习题 8. 8）。
8. 10　 推导下面的公式：
（a） 式 （8. 62） 　 （b） 式 （8. 63） 　 （c） 式 （8. 64） 　 （d） 式 （8. 65）

8. 11　 设一个采样矩阵为 [D3] =
　 2 1
- 1 1

 

 
 
 

 

 
 
 （见式 （8. 79））。 类似图 8. 56，

说明一个频域单位周期映射至基带和图像的运动方式， 画出基带区域的图， 以及上

采样后的图像。 给出两种映射方法的细节和结果。
提示： 可参见参考文献 [F28]。
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8. 32　 课程实践

8. 1　 利用傅里叶相位相关法实现图像配准。
（a） 重做图 8. 7 所示的仿真。 将一幅图像与其本身进行配准并画出结果。 比

较相位相关函数与普通 /标准相关函数的结果 （见参考文献 [ IP6] 中图 1）。 使用

Lena和 Girl 两幅图像及本书附录 H. 2 中的 MATLAB 程序代码。 见参考文献

[IP20]。
（b） 在平移后的图像中加入随机噪声， 配准有噪声图像。
（c） 将原始图像与下列平移、 重新处理后的图像进行配准：
a） 有噪声的、 模糊化的图像；
b） 将图像所有像素同时乘以一个值；
c） 取像素值的二次方根。
（d） 用式 （8. 17） 中定义的更简单的方法重新进行仿真。
8. 2　 对一幅图像嵌入基于相位的水印， 并显示原始图像和嵌入水印后的图像

（见参考文献 [E2] 中图 3 和图 4）。 同时， 显示类似参考文献 [E2] 中图 5 的图

像。 用 JPEG编码器[IP27]对嵌入水印后的图像进行编码， 并且说明能够达到 15 ∶ 1
的压缩比。
课程实践 8. 3 ～ 8. 7 请参见参考文献 [E4]。
8. 3　 使用傅里叶 -梅林变换 （见参考文献 [E4] 中图 9） 实现并显示 512 ×

512 的嵌入水印的 Lena图像。 水印图案为 “The watermark” 对应的 ASCⅡ码。
8. 4　 将参考文献 [E4] 中图 9 所示的旋转 43°， 缩小到原来的 75à ， 然后用

质量因子为 50à 的 JPEG[IP27，IP28] 编码器压缩图像并显示该图像 （见参考文献

[E4] 中图 10）。 质量因子详见本书附录 B。
8. 5　 使用参考文献 [E4] 中图 8 描述的框架来恢复水印 （见图 8. 16）。
8. 6　 获取并且显示类似参考文献 [E4] 中图 11 的 Lena 图像的对数极坐标

变换。
8. 7　 通过对本章习题 8. 6 （类似参考文献 [E4] 中图 12） 的结果进行对数极

坐标逆变换来获取并显示重构的 Lena图像。
8. 8　 参考文献 [E14] 的作者指出， 他们正在把频率掩蔽模型升级为MPEG -

1 音频层 III [D22， D26]中描述的心理声学模型。 利用该模型嵌入水印 （即替换掉基于

MPEG -1 音频层 I的频率掩蔽模型， 见图 8. 28） 并实现该过程 （见图 8. 19）。 对

该系统进行仿真测试。 见参考文献 [E14] 中图 7 ～ 13。
8. 9　 图像旋转

（a） 在空间域将 Lena图像旋转 60°， 使用 MATLAB命令 “imrotate” [IP19] 。
（b） 把 Lena图像大小减小至 64 × 64 以减少运算时间， 实现式 （8. 25）， 然后

472 快速傅里叶变换： 算法与应用



分别将 Lena图像旋转 90°、 180°和 270°。 （见本书第 5 章例 5. 1）
（c） 用 chirp - Z 算法代替卷积运算实现式 （8. 25）。 分别将大小为 512 × 512

的 Lena图像旋转 90°、 180°和 270°[IP10] 。 使用定时器比较 （ b） 和 （ c） 的运行

时间。
（d） 给定一幅图像的 DFT， 将大小为 512 × 512 的 Lena 图像在 DFT 域旋转

180°， 使用离散傅里叶变换的置换性质 （见本书第 2 章例 2. 1）。 使用相同的方法

分别沿着左 /右和上 /下方向翻转图像 （使用 MATLAB命令 “fliplr” 和 “flipud”）。
（e） 图像在空间域旋转 270°也能在 DFT域完成。 MATLAB程序代码如下：

I = imread （’ lena. jpg’）， A = fftshift （ fft2 （I））； B = transpose （A）；

C = fftshift （B）； D = ifft2 （C）； imshow （real （D）， []）

课程实践 8. 10、 8. 11 请参考 8. 27 节的相关内容。
8. 10　 实现图 8. 51 所示的步骤。
8. 11　 实现图 8. 53 所示的步骤。
（a） 使用 N = 301 个频率采样点画出式 （8. 76） 中定义的功率谱密度 SY（ f）。
（b） 利用 SY （ f） 的 IFFT画出滤波器输出 y （ t） 的自相关函数。
（c） 使用 M = 151 个时域采样点实现式 （8. 74） 中定义的衰减指数函数。
（d） 计算式 （8. 74） 的自相关函数 R（m）， m = 0， 1， …， 2M - 1。 其中，

M = 151。 （参考本书第 2 章例 2. 5 和例 2. 6）
（e） 利用 R （m） 的 FFT画出 SY （k）。
（f） 作为步骤 （ e） 的备选步骤， 计算 | H（ k） | 2。 其中， H （ k） = DFT [ h

（n）]， 0≤k， n≤300。
8. 12　 在参考文献 [LA12] 中， Raičevic＇ 和 Popovoic＇ 在频域将自适应方向滤波

用于指纹图像的增强和去噪。 指纹图像增强的框图见参考文献 [LA12] 中图 4。
注意， 这是 FFT的一个应用， 参考文献 [LA12] 中图 6 和图 7 分别给出了方向滤

波的图像和增强图像。 将该算法应用于有污迹或损坏的指纹图像 （见参考文献

[LA12] 中图 1） 中， 就可以得到增强的图像 （类似参考文献 [LA12] 中图 7）。
在方向 （a） 22. 5°和 （b） 90°上滤波后的图像见参考文献 [LA12] 中图 6。 获得

除 22. 5°和 90°之外的方向上的滤波图像。 基于你的仿真结果写一个详细的报告。
复习一下本章最后列出的参考文献会很有帮助。

8. 32. 1　 方向带通滤波器[LA15]

为了能够使其方向与径向频率响应的操作分离开来， 使用极坐标 （ρ， ϕ） 的

形式将滤波器表示为一个可分离函数：
HFP（ρ，ϕ） = HFradial（ρ）HFangle（ϕ） （P8. 14）

任意具有良好性能的经典一维带通滤波器都适合于 HFradial （ρ）； 之所以选择巴特沃
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斯滤波器 （Butterworth filter） 是因为它与切比雪夫或椭圆滤波器相比更容易实现，
尤其是当改变滤波器阶数 n 的时候。 该滤波器定义如下：

带通滤波器 （BPF）， 低通滤波器 （LPF）

HFradial（ρ） =
1

1 + ρ2 - ρ20
ρρbw

 

 
 

 

 
 

2n
　 ρ = k21 + k22 （P8. 15）

高通滤波器 （HPF）

HF（ρ） = 1

1 + ρbw
ρ

 

 
 

 

 
 

2n
　 ρ = k21 + k22 （P8. 16）

式中， ρbw和 ρ0 分别为期望的带宽和中心频率； 整数变量 n 为滤波器的阶数。 在本

课程实践中， 当 n = 2 时效果较好。 阶数越高， 实现复杂度也越高。 该滤波器的

3dB带宽为 W2 -W1 = 2ρbw。 其中， W1 和 W2 为截断频率， 在截断频率处频率响应

幅度的二次方 | HFradial （ρ） | 2 为最大值的一半 （即 10log101 / 2 = - 3dB）。 当ρ0 = 0
时， 该滤波器 （见式 （P8. 15）） 变为一个低通滤波器， 带宽为 ρbw。 高频噪声效应

可以通过带状低通滤波器在傅里叶域滤波来降低。 带状滤波器的锐减特征导致了滤

波后图像的振铃效应 （ringing artifacts） （见本书图 5. 9 和图 5. 36）。 这种有害的效

应可以通过一个平滑截断滤波器来消除， 如巴特沃斯低通滤波器[B41] 。
在设计 HFangle （ϕ） 时， 不能将其类比于一维滤波器， 因为没有方向性的这一

重要的概念。 因此采用了下面的函数：

HFangle （ϕ） =
cos2 π

2
（ϕ - ϕc）

ϕbw
[ ] 当 | ϕ - ϕc | < ϕbw

0 其他

 

 

 

  

  
（P8. 17）

式中， ϕbw的两倍为滤波器的角带宽， 即满足式 |HFangle（ϕ） |≥
1
2 的角度的范围； ϕc

为其方向， 即 | HFangle | 取最大值时对应的角度。

若（2ϕbw） =
π
8 ， 则可以定义 K = 8 的方向滤波器。 其方向 ϕc =

kπ
8 在空间中是

均匀分布的， k = 0， 1， …， K - 1。 这些滤波器之和都为 1。 因此它们将一幅图像

分成 K 个方向的分量， 这些分量之和为原始图像。
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附　 　 录

附录 A　 各种离散变换的性能对比

本附录不包括快速算法、 独立性、 递归、 正交性和执行复杂度等内容， 因为上述内
容已在其他地方详细描述过 （见本书第 3 章）。 本部分的重点是关注变换的不同特性。
设随机向量 x 由一阶马尔可夫过程生成。 当 x = （x0， x1， …， xN -1）T， 相关矩阵

[Rxx] 由一阶马尔可夫过程生成。 其中， x0， x1， …， xN -1， 是 N 个随机变量。

[Rxx]}

（N × N）

= [ρ | j - k | ]      

（N × N）

， ρ =相邻相关系数

j， k = 0， 1， …， N - 1 （A. 1）
数据域中的协方差矩阵 [∑] 到变换域中的 [ ] 的映射为

[ ]}
（N × N）

= [DOT]}

（N × N）

[∑]}

（N × N）

（ [DOT] T）∗       

（N × N）

（A. 2）

式中， DOT指离散正交变换； 上标 T和∗分别表示转置和复共轭。
当 DOT是 KL变换 （Karhunen - Lo ve Transform， KLT） 时， 因为所有的变换

系数在 KLT域中不相关， 所以 [ ] 是一个对角矩阵。 对于所有的其他 DOT， 剩

余相关 （在 DOT域中剩余未完成的相关性） 的定义见参考文献 [G6， G10]， 有：

r = 1N ‖Σ‖2 -∑
N-1

n = 0 nn
2（ ） = 1N ∑

N-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
Σmn

2 -∑
N-1

n = 0 nn
2（ ） （A. 3）

式中， ‖Σ‖2 为希尔伯特 -施密特范数， 定义为

‖Σ‖2 = 1N∑
N-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
Σmn

2

注意， N 为离散信号的大小； Σmn为 [Σ] 中第 m 行第 n 列的元素。 其中， m， n =
0， 1， 2， …， N - 1。

对于一个二维随机信号 （如一幅图像）， 假定其行列统计特性相互独立， 那么

其 （N × N） 采样的方差可以很容易获取。 这个概念可扩展到计算 （N × N） 变换

系数的方差。

A. 1　 变换编码增益

[∑]
（N × N）

=数据域中的相关矩阵或者协方差矩阵 （见 5. 6 节）



[ ]
（N × N）

= [A]
（N × N）

[∑]
（N × N）

（ [A] T）∗
（N × N）

（注意， （[A] T）∗ = [A] -1为酉变换）

=变换域中的相关矩阵或者协方差矩阵。
变换编码增益 GTC定义为

GTC =

1
N∑

N-1

k = 0

2
kk

∏
N-1

k = 0

2
kk（ ）1 / N

= 算术均值
几何均值

式中， 2
kk是第 k 个变换系数 （k = 0， 1， …， N - 1） 的方差。 因为方差的总和在

任意正交变换域中都守恒 （总能量守恒）， 所以可以通过最小化几何平均值[B23]来

最大化 GTC。 当所有的方差都相等时， 可得增益的下限为 1 （见图 A. 1）。

图 A. 1　 各种正交变换的编码增益比较

（参考文献 [LA14] Ⓒ 2009 IEEE）

A. 2　 变换域中的方差分布

我们期望得到少数具有大方差的变换系数 （这意味着剩余的系数将拥有较小

的方差， 因为方差总和是恒量）。 对于 N = 8， 16， 32， …及 ρ = 0. 9， 0. 95， …等

参数， 这一方差分布可以用图表或者表格形式来描述。
能量压缩在少数变换系数中可以由归一化基本约束误差 （normalized basis re-

striction error） 来表示， 其定义为

Jm（ρ） =
∑
N-1

k = m

2
kk

∑
N-1

k = 0

2
kk

　 m = 0，1，…，N - 1 （5. 72）
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参考文献 [B6] 中式 （5. 179）
式中， σ 2kk为降序排列。 变换系数的方差分布见本书第 5 章表 5. 2 和图 5. 33 （同样

可参见参考文献 [B6] 中表 5. 2 和图 5. 18）。

A. 3　 规范化的 MSE （见本书第 5 章图 5. 35 ～ 5. 39 及参考文献
[B6] 中图5. 21 ～5. 23）

JS =
∑∑
k，ι∈阻带

υk，ι 2

∑∑
N-1

k，ι = 0
υk，ι 2

式中， Js 为阻带中的能量 /总能量； υk，ι是一幅 （N × N） 图像的变换系数， k， ι =
0， 1， …N - 1。

A. 4　 码率与失真 （率失真） [B6]

率失真函数 RD 是在特定失真 D （均方误差） 时编码一个信号的平均码率 （比
特 /样本） 的最小值[B6] 。

设 x0， x1， …， xN -1为独立编码的高斯随机变量， x̂0， x̂1， …， x̂N -1为它们的重

建值。 Xk 和 X^ k， 是相应的变换系数 k =0， 1， …， N -1。 那么平均的均方失真为

D = 1N∑
N-1

n = 0
E[（xn - x̂n）2] = 1N∑

N-1

k = 0
E[（Xk - X^ k）2]

对于一个固定的平均失真 D， 率失真函数 RD 为

RD（θ） = 1N∑
N-1

k = 0
max 0， 12 log2

2
kk
θ（ ） 　 参考文献 [B6] 中式 （2. 118）

式中， 阈值 θ 通过解下式确定：

D（θ） = 1N∑
N-1

k = 0
min（θ， 2

kk），minkk{
2
kk} ≤ θ≤ max

kk
{ 2

kk}

参考文献 [B6] 中式 （2. 119）

推导不同离散变换的 RD对应于 D 的关系， 这些变换基于给定 N 和 ρ 相邻相关

系数 （ adjacent correlation coefficient） 的一阶马尔科夫过程。 对于 N = 8， 16，
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32， …及 ρ = 0. 9， 0. 95， …， 绘制 RD与 D 的关系图。
对于一阶马尔可夫过程 （见参考文献 [B6] 中式 （2. 68））， 有：

[∑] jk = σ2jk = ρ | j - k | 　 j， k = 0， 1， …， N - 1
可实现的最大编码增益为

GN（ρ） =
（1 / N）tr[∑]
（det[∑]）1 / N

= （1 - ρ2） - （1 - 1 / N）

式中， tr代表矩阵的迹； det代表矩阵的行列式 （见参考文献 [B9] 中附录 C）。

A. 5　 剩余相关[G1]

虽然， KLT可以使一个随机向量完全去相关[B6] ， 但是其他离散变换达不到这

一目标。 去相关程度可由离散变换后的剩余相关来估计。 这可以通过计算变换域中

的互协方差的绝对和来度量。 即

图 A. 2　 [∑]与[ ]的关系

∑
N-1

i = 0
∑
N-1

j = 0
i≠j

2
ij （A. 4）

对于 N = 8，16，32，…，为 ρ 的函数（见图 A. 2）。
假设 [ ]

（N × N）
= [A]
（N × N）

[∑]
（N × N）

[A] T∗
（N × N）

（A. 5）

得 [ ]
（N × N）

= [A] T∗
（N × N）

[ kk]
（N × N）

[A]
（N × N）

（A. 6）

式中，[ kk]是一个对角矩阵。 它的对角线上元素的

值与[ ]中对应的数相同，即

[ kk] = diag（
2
00， 2

11，…， 2
（N -1）（N -1） ）

应该明确的是， 式 （A. 5） 中出现的共轭性是由本书第 5章式 （5. 42a） 导出的。 然而，
[∑] 的二维离散变换是式 （5. 6a） 中定义的 [A] [∑] [A]T， 并且没有共轭性。 因

此， 为了计算方便， 式 （A. 5） 可以被看做是 [∑] 的一个独立的二维酉变换。 参考文

献 [B23] 绘制了 DCT、 DFT、 KLT和 ST等变换的剩余相关与 ρ 的曲线。
分数相关 （由变换剩余下的未实现的相关性， 对于 KLT来说它为 0， 因为 KLT将

一个协方差矩阵或者相关矩阵对角化了） 被定义为

‖[∑] - [∑]‖2
‖[∑] - [ ι]‖2

（A. 7）

式中， [ IN] 为一个 （N × N） 的单位矩阵， 并且‖[A]‖2 =∑
N-1

j = 0
∑
N-1

k = 0
| [A] jk | 2。注

意， 因为 [ ] = [ kk]， 所以式 （A. 3）、 （A. 4）、 （A. 7） 的值对于 KLT 来说

分别是 0。
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A. 6　 标量维纳滤波

滤波器矩阵 [G] 针对一个特定变换进行了优化， 如噪声可以被滤掉 （见图

A. 3） [G5] 。 对于 N = 4、 8、 16、 32 和 ρ = 0. 9、 0. 95， 分别估计不同离散变换 （见图

A. 4 的各种离散变换和参考文献 [B6] 中定义的 Haar 变换和斜变换） 的 MSE = E

（‖x - x^‖2）。

图 A. 3　 标量维纳滤波

图 A. 4　 16 个元素长度 （N = 16） 的向量其维纳滤波矩阵 [G] 幅度显示 （暗像素代表 0，
亮像素代表 1， 灰像素代表两者之间的值。 信噪比是 0. 3， 并且 ρ = 0. 9。 图中，

维纳滤波器幅度的动态范围被式 （5. 26） 中定义的对数变换压缩了）
a） 酉变换　 b） 哈达玛变换　 c） 酉 DFT　 d） 类型 1 的 DST　 e） 类型 2 的 DCT　 f） KL变换

绘制图 A. 4 所示的不同离散变换的幅度显示。 比较各滤波器平面发现， 滤波

器特性对于不同的酉变换变化剧烈。 对于 KLT， 滤波运算是一个标量乘法， 而对于

酉变换来说滤波器矩阵的大多数元素具有相当大的幅度值。 DFT滤波器矩阵包含沿

对角线的幅值大的项和沿对角线幅值逐渐减小的项[LA13] 。
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A. 7　 几何区域采样 （GZS）

几何区域 （Geometrical zonal， GZ） 滤波器可以是 2∶ 1， 4∶ 1， 8∶ 1， 或者 16∶ 1 （减
样， sample reduction） （见图 A. 5）。 二维 DCT域 2∶ 1和 4∶ 1的减样如图 A. 6所示。

图 A. 5　 几何区域采样

DOT—离散正交变换

图 A. 6　 二维 DCT域中的减样

注意， 对于一个二维 DCT， 需要确定合适的低频区域 （见图 5. 8 和图 5. 9）。
我们可以得到各种减样的重建图像， 并且可以绘制规范化的 MSE 与所有 DOT

减样比例的关系图。

规范化的 MSE =
∑
N-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
E（ x（m，n） - x̂（m，n） 2）

∑
N-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
E（ x（m，n） 2）

（A. 8）

A. 8　 最大方差区域采样 （MVZS）

在最大方差区域采样 （Maximum Variance Zonal Sampling， MVZS） 中， 具有较

大方差的变换系数被选出来进行量化和编码， 而其余的变换系数 （具有较小方差

的变换系数） 则被设置为 0。 而在接收端则执行逆操作以生成重建信号或重建图像

（见图 A. 7）。

图 A. 7　 最大方差区域采样
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附录 B　 图像质量的谱距离评价法

以下内容基于参考文献 [IP36]， 并使用与其相同的符号和表达方式。 本附录

基于二维 DFT域的失真测度讨论了多种图像质量评价方法。 这也例证了二维 DFT
的另一种用途———二维 DFT可以用来衡量重建图像的质量[IP36] 。
Ck （n1， n2） ←C- （n1， n2） 第 k 频段第 （n1， n2） 个像素， k =1， 2， …， K， 共 K 个

频段。
或第 k 频谱分量的 （n1， n2） 位置。
每一频段大小都为 （N × N）。

例如， RGB （或 YIQ， YCRCB） 空间的彩色图像

C- （n1， n2）       

（3 × 1）

=

R （n1， n2）

G （n1， n2）

B （n1， n2）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

， （n1， n2） 处的多频谱 （频段数 K = 3） 像素向量

C- 　 多频谱图像

Ck 　 多频谱图像 C- 的第 k 频段

C^- （n1， n2）       
（3 × 1）

=

R^ （n1， n2）

G^ （n1， n2）

B^ （n1， n2）

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

　 经处理或重建后的在 （n1， n2） 位置处的多频谱图像

εk = Ck - C
^
k， 图像 C- 第 k 频段所有像素的误差

第 k 频段功率 　 σ2k = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
C2k（n1，n2）

C^ k （n1， n2）， C
^
- ， C

^
- （n1， n2） 表示经处理或重建后 （有失真） 的图像。

注意 ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
= ∑

N-1

n1，n2 = 0

所有 K 个频段上在 （n1， n2） 位置的像素的误差和为

‖C-（n1，n2） - C^-（n1，n2）‖
2 = ∑

K

k = 1
[Ck（n1，n2） - Ck

^ （n1，n2）]2
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（第 k 频段 （n1， n2） 处像素误差的二次方）
（K 表示总频段数， k = 1， 2， …， K）

ε2k = ∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
[Ck（n1，n2） - Ck

^ （n1，n2）]2

定义

WN = exp
- j2π
N

 

 
 

 

 
 为 1 的第 N 个根

Γk（k1，k2） = ∑
N-1

n1，n2 =0
Ck（n1，n2）Wn1k1

N Wn2k2
N 　 k = 1，2，…，K（k1，k2 = 0，1，…，N - 1）

= 二维 DFT[Ck（n1，n2）]

Γ^ k（k1，k2） = ∑
N-1

n1，n2 =0
C^ k（n1，n2）Wn1k1

N Wn2k2
N 　 k = 1，2，…，K（k1，k2 = 0，1，…，N - 1）

= 二维 DFT[C^ k（n1，n2）]
相位谱

ϕ（k1，k2） = arctan [Γ（k1，k2）]， ϕ
^ （k1，k2） = arctan [Γ

^ （k1，k2）]
幅度谱

M（k1，k2） = |Γ（k1，k2） | ，M
^ （k1，k2） = |Γ

^ （k1，k2） |
幅度谱失真

S = 1
N2 ∑

N-1

k1，k2 = 0
M（k1，k2） - M^ （k1，k2） 2

相位谱失真

S1 = 1
N2
∑
N -1

k1，k2 =0
ϕ（k1，k2） - ϕ

^ （k1，k2） 2

加权频谱失真

S2 = 1
N2

 

 

 
 
λ
 

 
  ∑

N-1

k1，k2 = 0
ϕ（k1，k2） - ϕ^ （k1，k2） 2

 

 
  

+ （1 - λ）
 

 
  ∑

N-1

k1，k2 = 0
M（k1，k2） - M

^
（k1，k2） 2

 

 
  
 

 

 
 

式中，λ 用于为相位和幅度项分配相应的权重，0≤λ≤1。 注

意，当 λ = 1 时 S2 简化为 S1，当 λ = 0 时 S2 简化为 S。
设第 k 频段图像第 ι 像素块 Cι

k（n1，n2）的二维 DFT为

Γι
k（k1，k2） = ∑

b-1

n1，n2 = 0
Cι
k（n1，n2）Wn1k1

b Wn2k2
b
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Wb = exp - j2π
b（ ）

Γι
k（k1，k2） = Γι

k（k1，k2） ejϕ
ι
k（k1，k2）

= mι
k（k1，k2）ejϕ

ι
k（k1，k2）

k1，k2 = 0，1，…，N - 1　 ι = 1，2，…，L
式中， L 为 （b × b） 大小的重叠或非重叠块的数量。

JιM = 1K∑
K

k = 1

 

 
 ∑

b-1

k1，k2 = 0
[ Γι

k（k1，k2） - Γ
^
ι
k（k1，k2） ] γ

 

 
 

1 / γ

Jιϕ = 1K∑
K

k = 1

 

 
 ∑

b-1

k1，k2 = 0
[ ϕι

k（k1，k2） - ϕ
^
ι
k（k1，k2） ] γ

 

 
 

1 / γ

Jι = λJιM + （1 - λ）Jιϕ
式中， λ 为幅度谱和相位谱相应的加权因子。

此处对块谱误差 JM 和 /或 Jϕ 进行排序操作会很有用。 令 J（1） ， J（2） ， …， J（L）

为排序后的块失真， 并有 J（L） = max
ι
（J（ ι） ）。

考虑如下的排序平均：

块失真中值　 12 [J
L / 2 + J（L / 2） + 1] 　 L 为偶数

块最大失真　 J（L）

块失真均值 1
L ∑

L

i = 1
J（ i）（ ）

其中， 块失真中值为最有效的块谱失真排序平均， 有：
S3 = median

ι
Jιm

S4 = median
ι

Jιϕ

S5 = median
ι

Jι

那么， 令 γ = 2， 使用 （32 × 32） 和 （64 × 64） 大小的块能够获得比使用更大或更

小的块时更好的结果。

B. 1　 课程实践

本例与 JPEG基本层系统比特率为 0. 25、 0. 5、 0. 75 和 1bpp㊀时相关。 请参见

本附录和参考文献 [IP36]。 JPEG软件在参考文献 [IP22] 提供的网站上。
本案例的目的， 是基于上述比特率下的 Lena 图像， 将 MSE、 SNR、 峰值信噪比

（dB） 与参考文献 [IP36] 中描述的谱距离评价法相关联起来 （见图 B. 1）。

㊀　 bpp： 比特每像素， bit per pixel。
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图 B. 1　 原始图像与重建图像的 DFT

分别计算幅度谱失真 S、 相位谱失真 S1、
加权谱失真 S2 和块失真中值 S5。 参考图 B. 2
和表 B. 1 所示， 画出下列曲线 （并给出数据

表格）：
（a） 比特率与 S 的关系

（b） 比特率与 S1 的关系

（c） 比特率与 S2 的关系 （λ = 0. 5）
（d） 比特率与 S5 的关系 （λ = 0. 5， 块大

小 b = 32）
从这些曲线 （表格） 中你能得出什么

结论？
对于 JPEG， 质量因子可以控制比特率[IP28] 。 量化后的 DCT系数 Sq（u， υ） 定

义如下：

Sq（u，υ） =距离
S（u，υ）
Q（u，υ）[ ]最近的整数

式中， S（u，υ）表示 DCT系数； Q（u，υ）表示量化矩阵的元素； （u，υ） 表示 DCT 系

数不同的频率分量。 反量化过程无取整操作， 有

S （u，υ） = Sq（u，υ）Q（u，υ）

式中， S （u，υ）为反量化后的 DCT系数， 以便进行二维 （8 × 8） IDCT操作。
引入一个 1 ～ 100 范围内的整数质量因子 q JPEG， 用于控制量化矩阵 Q（u，υ）

中的元素[IP27， IP28] 。 因此， 质量因子可以用于调节比特率。 令 Q（u，υ）与压缩因子

α 相乘， α 定义如下：

α = 50
q JPEG　 　 1≤q JPEG <50

α = 2 -
2 × q JPEG
100

　 　 50≤q JPEG≤99

且需满足条件： 修正后量化矩阵 αQ（u，υ）的最小元素值为 1。 当 q JPEG = 100 时，
αQ（u，υ）的所有元素都为 1。 例如， 当 q JPEG =50 时有 α = 1， 当 q JPEG =25 时

有 α = 2， 当 q JPEG =75 时有 α = 1 / 2。
表 B. 1　 JPEG[IP27][IP28]重建图像质量的多种评价方法

图像 比特率 / bpp 质量因子 CR MSE S S1 S2 S5 PSNR （dB）

Lena10 0. 25 10 32∶ 1 59. 481 22. 958 5. 436 14. 197 12. 144 36. 442

Lena34 0. 5 34 16∶ 1 22. 601 8. 881 4. 693 6. 787 6. 027 40. 644

Lena61 0. 75 61 32∶ 3 14. 678 5. 738 4. 199 4. 968 4. 823 42. 519

Lena75 1 75 8∶ 1 10. 972 4. 348 3. 835 4. 092 4. 271 43. 783
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图 B. 2　 Lena图像失真与每像素比特数的关系

a） MSE　 b） 幅度谱失真 S　 c） 相位谱失真 S1
d） 加权谱失真 S2　 e） 块失真中值 S5　 f） PSNR
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附录 C　 整数离散余弦变换 （ Int DCT）

目前， 已开发出了若干种整数 DCT。 其目的是用仅含有整数加法和整数乘法

（比特相加和移位） 的运算来实现整数离散余弦变换 （ Int DCT） 及其逆变换。 这

样也能确保不会出现现有 MC - DPCM 混合视频编码标准中存在的 DCT 和 IDCT 失

配及误差积累的现象， 这些标准包括 H. 261、 MPEG - 1、 MPEG - 2、 MPEG - 4 视

频部分[D37] 、 AVS China[I - 21]及 WMV - 9[I - 23] 。 下面给出了几种 （8 × 8） 整数

DCT的例子。
（1） Cham[I - 13]

（2） H. 264[I - 22，LA19]

（3） WMV -9[I - 23]

（4） AVS - China[I - 21]

读者可以参阅参考文献 [I - 13] 来了解开发整数 DCT的理论知识。

C. 1　 提升结构的整数 DCT[B28]

DCT及其逆变换定义如下：

XCⅡ（k） = 2
N ε（k）∑

N-1

n = 0
x（n）cos πk n + 12（ ）

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k = 0，1，…，N - 1

（C. 1a）

x（n） = 2
N∑

N-1

k = 0
ε（k）XCⅡ（k）cos πk n + 12（ ）

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 n = 0，1，…，N - 1

（C. 1b）
其中

ε（k） =
1 / 2 k = 0

1 k≠0

 

 

 

 
 

  

整数 DCT可以用与推导整数 FFT （见本书第 4 章） 相同的方法得到。 为构造

整数 DCT， 需利用沃尔什 -哈达玛变换 （Walsh - Hadamard Transform， WHT） 将

DCT核分解为 Givens旋转的形式[I - 15] ， 即

[Rθ] =
cos θ - sin θ
sin θ cos θ

 

 
 
 

 

 
 
 ⇔[Rθ] -1 =

cos θ sin θ
- sin θ cos θ

 

 
 
 

 

 
 
 = [R - θ] = [Rθ] T

（C. 2）
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Givens旋转又可用提升法如下分解：

[Rθ] =
1 cos θ - 1

sin θ
0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0
sin θ 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 cos θ - 1
sin θ

0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

⇔ [Rθ] -1 =
1 cos θ - 1

sin θ
0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

1 0
sin θ 1

 

 
 
 

 

 
 
 

1 cos θ - 1
sin θ

0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

（C. 3）

当式 （C. 2） 中的一个蝶形结构变为式 （C. 3） 中的格型结构时， 则可通过在提升

步骤中加入非线性量化操作 Q （如 “向下取整” 或 “四舍五入”） 来构造整

数 DCT。

[Rg] =
1 a
0 1
 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
b 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 c
0 1
 

 
 
 

 

 
 
 ⇔[Rg]

-1 =
1 - c
0 1
 

 
 
 

 

 
 
 
1 0
- b 1

 

 
 
 

 

 
 
 
1 - a
0 1
 

 
 
 

 

 
 
 （C. 4）

式中， a， b， c 可以为任意实数。 注意到前向结构中对提升系数的量化操作在其反

向结构中已经取消， 因此该格型结构是可逆的。 同时， 式 （C. 4） 中的格型结构有

以下性质：

[Rg] =
d e
f g

 

 
 
 

 

 
 
 ⇔[Rg]

-1 =
g - e
- f d

 

 
 
 

 

 
 
 （C. 5）

C. 1. 1　 利用沃尔什 -哈达玛变换分解 DCT

沃尔什 -哈达玛变换 （WHT） 可以用于开发整数 DCT[I - 15] 。 由于其所有元素

都为 ± 1， 因此 WHT 只需要加法 （或减法） 运算。 8 点沃尔什顺序的 WHT 矩阵

如下：

[Hw] =

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1
1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1 1
1 1 - 1 - 1 1 1 - 1 - 1
1 - 1 - 1 1 1 - 1 - 1 1
1 - 1 - 1 1 - 1 1 1 - 1
1 - 1 1 - 1 - 1 1 - 1 1
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（C. 6）

设 [B] 为一个逆位序矩阵， 即它能使输入序列按逆位序重新排列。 令 X =
{x（0），x（1），x（2），x（3），x（4），x（5），x（6），x（7）} T， 则乘积为

[B]X = {x（0），x（4），x（2），x（6），x（1），x（5），x（3），x（7）} T

其元素为逆位序。
设输入序列 x 的 DCT 为 X = [ CⅡ ] x。 [ CⅡ ] 为类型 2DCT 的核 （见式

（C. 1a））。 此时标准化 [Hw] 使得 [H
^
w] = 1 / N[Hw] 为标准正交矩阵， 则有
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[H
^
w] -1 = [H

^
w] T。 可以证明：

XBRO≡[B]X = 1 / N[TBRO][B][Hw]x

式中， [TBRO] = [B]（X[H
^
w]） [B] T 为分块对角阵。 依据转换矩阵 [TBRO]， DCT

可分解为

X = [B] T XBRO = [B] T [TBRO] [B] [H
^
w] x （C. 7）

对于 8 点输入序列， [TBRO] 具体形式如下：

[TBRO] =

1 0
0 1

O

O
0. 924 0. 383
- 0. 383 0. 924

 

 
 
 

 

 
 
 

O

O

0. 906 - 0. 075 0. 375 0. 180
0. 213 0. 768 - 0. 513 0. 318
- 0. 318 0. 513 0. 768 0. 213
- 0. 180 - 0. 375 - 0. 075 0. 906

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（C. 8）

=

1 0
0 1

[U - π / 8]
O

O [U4]

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（C. 9）

[U4] = [B4]

0. 981 0 0 0. 195
0
0

[U -3π / 16]
0
0

- 0. 195 0 0 0. 981

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

[U - π / 8] O
O [U - π / 8]

 

 
 
 

 

 
 
 [B4]

（C. 10）
其中

[B4] =

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

　 　 [U -3π / 16] =
0. 832 0. 557
- 0. 557 0. 832

 

 
 
 

 

 
 
 

[Uπ / 16] =
0. 981 0. 195
- 0. 195 0. 981

 

 
 
 

 

 
 
 　 [U - π / 8] =

0. 924 0. 383
- 0. 383 0. 924

 

 
 
 

 

 
 
 

图 C. 1 给出了 [U4 ] 的流图。 当画出式 （ C. 10） 的流图时， 逆位序矩阵

[B4] 可以被 “吸收”， 此时 [U -3π / 16] 变为 [U3π / 16]。 图 C. 1 所示可以用矩阵

形式如下表示：
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图 C. 1　 [U4] 流图 （参考文献 [I - 17] © 2000 IEEE）
a） 式 （C. 11） 　 b） 式 （C. 12）

[U4] =

0. 981 0 0 0. 195
0
0

[U3π / 16]
0
0

- 0. 195 0 0 0. 981

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

×

0. 924 0 0. 383 0
0 0. 924 0 0. 383

- 0. 383 0 0. 924 0
0 - 0. 383 0 0. 924

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（C. 11）

式 （C. 11） 可分解为

[U4] =

0. 195 0　 0 - 0. 981
0
0

[U3π / 16]
0
0

0. 981 0　 0 0. 195

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
- 1 0 0 0

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

0 0 1 0
0 0 0 1
- 1 0 0 0
0 - 1 0 0

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

0. 383 0 - 0. 924 0
0 0. 383 0 - 0. 924
0. 924 0 0. 383 0
0 0. 924 0 0. 383

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

=

0. 195 0　 0 -0. 981
0
0

[U3π / 16] 0

0. 981 0　 0 0. 195

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

0 -1 0 0
0 0 0 1
-1 0 0 0
0 0 -1 0

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

0. 383 0 -0. 924 0
0 0. 383 0 -0. 924
0. 924 0 0. 383 0
0 0. 924 0 0. 383

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（C. 12）

[U3π / 16] =
0. 832 - 0. 557
0. 557 0. 832
 

 
 
 

 

 
 
 = [U -3π / 16]

T 　 见式 （C. 2）

[U7π / 16] =
0. 195 - 0. 981
0. 981 0. 195
 

 
 
 

 

 
 
 　 　 [U3π / 8] =

0. 383 - 0. 924
0. 924 0. 383
 

 
 
 

 

 
 
 

图 C. 1b给出了式 （C. 12） 的信号流图。 由 DCT - Ⅱ的 WHT 分解可知， 可以

用整数提升算法来实现整数到整数的映射且能保证其可逆性， 同时也能很好地保留
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图 C. 2　 三个整数提升步骤实现一个 Given
旋转角 （αb 和 βb 为 （最多 b 位的） 提升

乘子， 由表 C. 1给出）
（参考文献 [I -17] © 2000 IEEE）

浮点 DCT的特性。

C. 1. 2　 整数 DCT 的实现

由于 Givens 旋转可用式 （C. 2） ～
（C. 4 ） 中的提升算法实现， 因此式

（C. 9） 中的蝶形算法可转化为格型结

构。 将格型结构中的浮点乘子 β 量化为

βQ = ± βQ / 2b 的形式， 则其可以仅使用

移位和加法运算来实现。 其中， 1 / 2b

表示右移 b 位。
图 C. 2 给出了实现一个 Givens 旋转的三个整数提升步骤。 其中的两个整数乘

子 αb 和 βb 各右移了 b 位。 表 C. 1 列出了四个 Givens旋转角对应的 αb 和 βb， 其中

用于表示整数乘子的位数 （即比特数） b = 1， 2， …， 8。 仿真结果表明， 当 b = 8
时可达到与浮点 DCT 相当的性能， 即使每一节点的精度都为 16 位[I - 15] 。 图 C. 3
给出了一种通用的 8 点整数 DCT， 需要 45 次加法和 18 次移位。
表 C. 1　 不同旋转角对应的乘子 αb 和 βb 的值 （b =1， 2， …， 8） （参考文献 [I -17] © 2000 IEEE）

　 角度 - π / 8

b / bit 1 2 3 4 5 6 7 9

αb 0 0 1 3 6 12 25 50

βb 0 - 1 - 3 - 6 - 12 - 24 - 48 - 97

　 角度 3π / 8

b / bit 1 2 3 4 5 6 7 9

αb - 1 - 2 - 5 - 10 - 21 - 42 - 85 - 171

βb 1 3 7 14 29 59 118 236

　 角度 7π / 16

b / bit 1 2 3 4 5 6 7 9

αb - 1 - 3 - 6 - 13 - 26 - 52 - 105 - 210

βb 1 3 7 15 31 62 125 251

　 角度 3π / 16

b / bit 1 2 3 4 5 6 7 9

αb 0 1 2 4 9 19 38 77

βb - 1 - 2 - 4 - 8 - 17 - 35 - 71 - 142
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图 C. 3　 一种低复杂度、 无乘法因子的整数 DCT （ [U
^
- π / 8] 是 [U -π / 8] 的整数近似， 选自表 C. 1）

（参考文献 [I - 17] © 2000 IEEE）

C. 2　 利用二元对称性原理实现整数 DCT[I -13]

另一种实现整数 DCT的方法是用一系列整数替换 8 点 DCT 的变换核。 对于 8
点 DCT， 可以得到许多这种类型的变换。 边界条件用于保证新变换只含有整数，
且能够逼近 DCT。 由于这些整数能够取到很小的值， 因此变换很容易实现。

C. 2. 1　 产生 8 点整数 DCT

令矩阵 [TR] 表示 8 点 DCT的核， 下面给出了将 8 点 DCT转化为整数 DCT核

的步骤。
将 [TR] 中的基向量Jm， m = 0， 1， …， 7 用矩阵 [K] 进行缩放， 则这些基

向量可用变量 a、 b、 c、 d、 e、 f 和 g 如下表示：

　 　 [TR] = [K]

g g g g g g g g
a b c d - d - c - b - a
e f - f - e - e - f f e
b - d - a - c c a d - b
g - g - g g g - g - g g
c - a d b - b - d a - c
f - e e - f - f e - e f
d - c b - a a - b c - d

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

　
（C. 13）

= k0 J0，k1 J1，k2 J2，k3 J3，k4 J4，k5 J5，k6 J6，k7 J7（ ）Τ = [K][J]

式中， [k] = diag（k0， k1， …， k7）， 且当 m = 0， 1， …， 7 时， ‖km Jm‖2 = 1。
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由表 C. 2 可知， 确保变换 [TR] 正交的惟一条件为

ab = ac + bd + cd （C. 14）
由于式 （C. 14） 中有 4 个变量， 因而有无限多组解， 从而可以得到无限多个不同

的正交变换。
如果选取 km， 且 m = 1， 3， 5， 7， 使得 d = 1， 则 a = 5. 027、 b = 4. 2620、 c =

2. 8478。 若选取 km， 且 m = 2， 6， 使得 f = 1， 则 e = 2. 4142。 从以上结果可知， 为

使新变换尽量相似 DCT并且能够达到与 DCT相近的性能， 我们可以设定下列边界

条件：
a≥b≥c≥d， 且 e≥f （C. 15）

此外为了消除因使用无理数而产生的截断 （舍入） 误差， 须满足下列条件：
a， b， c， d， e， f 都为整数 （C. 16）
表 C. 2　 行基向量正交的条件

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7

J0 1 1 1 1 1 1 1

J1 1 2 1 2 1 1

J2 1 1 1 1 1

J3 1 1 1 2

J4 1 1 1

J5 1 2

J6 1

注： 1. 若两者内积为零， 则正交。
2. 若 ab = ac + bd + cd， 则正交。

满足式 （C. 14）、 （C. 15）、 （C. 16） 条件的变换， 称为 8 点整数 DCT。 一旦

[J] 中的元素确定， 则可以得到能使这些新变换标准正交的缩放因子。 由式

（C. 13） 可得

k0 = k4 = 1 / （2 2g） （C. 17a）

k1 = k3 = k5 = k7 = 1 / （ 2 a2 + b2 + c2 + d2） （C. 17b）

k2 = k6 = 1 / （2 e2 + f 2） （C. 17c）
图 C. 4 给出了该 8 点整数 DCT的一种快速算法。

C. 2. 2　 视频编码标准中的整数 DCT

H. 264
H. 264 / MPEG -4 AVC高保真范围扩展层 （Fidelity Range Extension， FRExt）[I -22]

中使用了整数 DCT。 现将 g =8、 a =12、 b =10、 c =6、 d =3、 e =8、 f =4时的 8点整数

DCT记作 DCT （8， 12， 10， 6， 3， 8， 4）。 将这些变量代入式 （C. 13） 并计算出
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图 C. 4　 8 点整数 DCT正变换快速算法 （p = （b + c） / 2a 且 q = （a - d） / 2c） [I - 13]

相应的缩放因子使得[TR] [TR] T = [ I] （[ I]为单位矩阵）， 这些缩放因子如下

所示：

k0 =
1
16 2

， k1 =
1
17 2

， k2 =
1
8 5

（C. 18）

当[TR][TR] T = [ I]时， 有[TR] T[TR] = [ I]， 此时[TRh，8] = [Kh，8][Jh，8]为正交

矩阵 /变换， 其中

[Kh，8] = diag
1
16 2

， 1
17 2

， 1
8 5
， 1
17 2

， 1
16 2

， 1
17 2

， 1
8 5
， 1
17 2

 

 
 

 

 
 （C. 19）

[Jh，8] =

8 8 8 8 8 8 8 8
12 10 6 3 - 3 - 6 - 10 - 12
8 4 - 4 - 8 - 8 - 4 4 8
10 - 3 - 12 - 6 6 12 3 - 10
8 - 8 - 8 8 8 - 8 - 8 8
6 - 12 3 10 - 10 - 3 12 - 6
4 - 8 8 - 4 - 4 8 - 8 4
3 - 6 10 - 12 12 - 10 6 - 3

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（C. 20）

WMV -9
美国微软公司的 Windows Media Video 9 （ WMV - 9， SMPTE 421M VC -

1） [I - 23]使用了 DCT （12， 16， 15， 9， 4， 16， 6）。 该变换的设计方式使解码器能

够用 16 位寄存器的运算实现变换操作。 其缩放因子如下：

k0 =
1
24 2

， k1 =
1
34， k2 =

1
4 73

（C. 21）

[Kw，8] = diag
1
24 2

， 134，
1

4 73
， 134，

1
24 2

， 134，
1

4 73
， 134

 

 
 

 

 
 （C. 22）
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[Jw，8] =

12 12 12 12 12 12 12 12
16 15 9 4 - 4 - 9 - 15 - 16
16 6 - 6 - 16 - 16 - 6 6 16
15 - 4 - 16 - 9 9 16 4 - 15
12 - 12 - 12 12 12 - 12 - 12 12
9 - 16 4 15 - 15 - 4 16 - 9
6 - 16 16 - 6 - 6 16 - 16 6
4 - 9 15 - 16 16 - 15 9 - 4

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（C. 23）

[Jw，8][Jw，8] T = diag （1152，1156，1168，1156，1152，1156，1168，1156）
（C. 24）

[ I] = [Jw，8] T （[Jw，8] T） -1

　 （[Jw，8] T） -1 = diag
1
1152，

1
1156，

1
1168，

1
1156，

1
1152，

1
1156，

1
1168，

1
1156

 

 
 

 

 
 [Jw，8]

（C. 25）

= 132[Jw，8]
Tdiag 8

288，
8
289，

8
292，

8
289，

8
288，

8
289，

8
292，

8
289

 

 
 

 

 
 [Jw，8]

（C. 26）

因此， 132[Jw，8]
T 可用作 VC1 解码器的逆变换 （见参考文献 [ LA22] 中附

录 A）。
AVS China （中国音频视频编码标准， Chinese audio and video coding standard）

我国的新一代音频视频编码标准 AVS 1. 0[I - 21]使用了 DCT （8， 10， 9， 6， 2，
10， 4）。 其缩放因子如下：

k0 =
1
512
= 1
16 2

， k1 =
1
442
， k2 =

1
464
= 1
4 29

（C. 27）

[Kc，8] = diag
1
16 2

， 1
442
， 1
4 29

， 1
442
， 1
16 2

， 1
442
， 1
4 29

， 1
442

 

 
 

 

 
 

（C. 28）

[Jc，8] =

8 8 8 8 8 8 8 8
10 9 6 2 - 2 - 6 - 9 - 10
10 4 - 4 - 10 - 10 - 4 4 10
9 - 2 - 10 - 6 6 10 2 - 9
8 - 8 - 8 8 8 - 8 - 8 8
6 - 10 2 9 - 9 - 2 10 - 6
4 - 10 10 - 4 - 4 10 - 10 4
2 - 6 9 - 10 10 - 9 6 - 2

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（C. 29）
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注意， AVS China中的 8 点整数 DCT实际上是矩阵 [Jc，8] 的转置。 用 [Jh，4]
表示 H. 264[I - 22]中使用的 4 点整数 DCT的核， 则有：

[Jh，4] =

1 1 1 1
2 1 - 1 - 2
1 - 1 - 1 1
1 - 2 2 - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（C. 30）

下面考虑用 [Jh，4] 的形式表示[Jh，4] -1。 通常称变换矩阵的行为该变换的基

向量， 这是由于它们组成了一系列标准正交基。 由于 [Jh，4] 仅行正交， 因此有：
[Jh，4][Jh，4] T = diag（4，10，4，10） （C. 31）

[Jh，4] = diag （4，10，4，10）（[Jh，4] T） -1 （C. 32）

[ I] = [Jh，4] T （[Jh，4] T） -1 = [Jh，4] Tdiag
1
4 ，
1
10，
1
4 ，
1
10

 

 
 

 

 
 [Jh，4] （C. 33）

将上述对角矩阵的两个分数元素用适当的方式分配到正向和反向变换中， 有：

[ I] = [Jh，4] T （[Jh，4] T） -1 = [Jh，4] Tdiag
1
4 ，
1
10，
1
4 ，
1
10

 

 
 

 

 
 [Jh，4]

= diag 1， 12 ，1，
1
2

 

 
 

 

 
 [Jh，4]{ }

T
diag 1

4 ，
1
5 ，
1
4 ，
1
5

 

 
 

 

 
 [Jh，4]

= Jinvh，4[ ]diag 1
4 ，
1
5 ，
1
4 ，
1
5

 

 
 

 

 
 [Jh，4] （C. 34）

式中， [Jinvh，4] 表示 H. 264[LA2]中使用的逆变换， 定义如下：

Jinvh，4[ ] = [Jh，4] Tdiag 1，
1
2 ，1，

1
2

 

 
 

 

 
 =

1 1 1 1 / 2
1 1 / 2 - 1 - 1
1 - 1 / 2 - 1 1
1 - 1 1 - 1 / 2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（C. 35）

利用式 （C. 34）、 （C. 35） 及本书附录 F. 4 中的结论， 上式经扩展后可用于求二维

输入序列 [x] 的整数 DCT系数 [X]， 即

[X] = 1
4 ，
1
5 ，
1
4 ，
1
5

 

 
 

 

 
 

T 1
4 ，
1
5 ，
1
4 ，
1
5

 

 
 

 

 
 [ ] º（[Jh，4][x][Jh，4] T） （C. 36）

式中， “º”表示两个矩阵对应位置元素相乘。 二维 （4 × 4） 变换用可分离的方式进

行计算———先对输入矩阵 /块的行向量做变换， 在对其列向量做变换。 二维逆变换

也用类似的方法进行。

[x] = [Jh，4] T 1， 12 ，1，
1
2

 

 
 

 

 
 

T
1， 12 ，1，

1
2

 

 
 

 

 
 [ ] º[X]{ }[Jh，4] = [Jinvh，4][X][Jinvh，4] T

（C. 37）
式 （C. 34） 也可以分解为如下正交矩阵相乘的形式， 式 （C. 38a） 为编码器

所用， 式 （C. 38b） 为解码器所用[LA19] 。

[ I] = [Jinvh，4]diag
1
2 ，

2
5 ，
1
2 ，

2
5

 

 
 

 

 
 diag

1
2 ，

1
10
， 12 ，

1
10

 

 
 

 

 
 [Jh，4]
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= diag
1
2 ，

1
10
， 12 ，

1
10

 

 
 

 

 
 [Jh，4]{ }

T
diag

1
2 ，

1
10
， 12 ，

1
10

 

 
 

 

 
 [Jh，4]

（C. 38a）

= [Jinvh，4]diag
1
2 ，

2
5 ，
1
2 ，

2
5

 

 
 

 

 
 [Jinvh，4]diag

1
2 ，

2
5 ，
1
2 ，

2
5

 

 
 

 

 
 { }
T

（C. 38b）
WMV -9 中 4 点整数 DCT的核 [Jw，4] 为如下形式：

[Jw，4] =

17 17 17 17
22 10 - 10 - 22
17 - 17 - 17 17
10 - 22 22 - 10

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（C. 39）

[Jw，4] Tdiag
1
1156，

1
1168，

1
1156，

1
1168

 

 
 

 

 
 [Jw，4]

= [Jw，4] Tdiag
1
32
8
289，

1
32
8
292，

1
32
8
289，

1
32
8
292

 

 
 

 

 
 [Jw，4]

= 132[Jw，4]
Tdiag 8

289，
8
292，

8
289，

8
292

 

 
 

 

 
 [Jw，4] = [ I] （C. 40）

因此， 132[Jw，4]
T 可用作 VC1 解码器的逆变换 （见参考文献 [LA22] 中附录 A）。

AVS China中 4 点整数 DCT的核 [Jc，4] 为以下形式

[Jc，4] =

2 2 2 2
3 1 - 1 - 3
2 - 2 - 2 2
1 - 3 3 - 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（C. 41）

性质 C. 1　 给定一个 N × N 的矩阵 [A]， 且为非奇异或可逆矩阵， 并令 det
[A] = a。 将其 m 行分别除以 m （≤N） 个常数 a0， a1， …， am -1满足[I - 18] ：

∏
m-1

k = 0
ak = a = det [A] （C. 42）

并将其记作 [B]， 则有 det [B] = 1， det [Jh，8] = 1 / （det [Kh，8]）。

例如， 令 [A] =
2 3
1 5[ ]， 则 det [A] = 7， 从而 [B] =

2 / 7 3 / 7
1 5[ ]。

性质 C. 2　 对于一个正交矩阵 [TR]， 有 det [TR] = 1。
由以上两个性质可得， det [Jh，8] = 1 / （det [Kh，8]）。 其中， [Kh，8] 和 [Jh，8]

分别由式 （C. 19） 和式 （C. 20） 定义。

C. 2. 3　 8 点整数 DCT 性能

Dong等人[LA14]开发出了两类 16 点整数 DCT 并将其分别应用于中国音频视频

编码标准 AVS China 增强档次 （ Enhanced Profile， EP） [LA18] 与 H. 264 高档次
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（High Profile， HP） [I - 22]中， 根据区域活动性自适应选择 16 点或 8 点整数 DCT。
作为 H. 264 的第一个修订案， 高保真范围扩展层 （ FRExt） 包含四种类型的高

档次。
仿真结果表明， 不论是 AVS增强档次还是 H. 264 高档次， 16 点整数 DCT都带

来了显著的增益。 因此它可以作为一种高效的编码技术， 尤其是在高清视频的编码

中 （见本书图 A. 1） [LA14] 。

表 C. 3　 ρ =0. 9、 N =8 时平稳马尔可夫序列变换系数的方差σ 2k
变换

↓k
KLT DCTⅡ Int DCT H. 264 WMV -9 AVS C1 C4

0 6. 203 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186

1 1. 007 1. 006 1. 007 1. 001 1. 005 1. 007 1. 084 1. 100

2 0. 330 0. 346 0. 345 0. 345 0. 346 0. 346 0. 330 0. 305

3 0. 165 0. 166 0. 165 0. 167 0. 165 0. 165 0. 164 0. 155

4 0. 104 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105

5 0. 076 0. 076 0. 076 0. 077 0. 076 0. 076 0. 089 0. 089

6 0. 062 0. 062 0. 063 0. 063 0. 062 0. 062 0. 065 0. 072

7 0. 055 0. 055 0. 055 0. 057 0. 057 0. 055 0. 047 0. 060

图 C. 5　 ρ = 0. 9、 N = 8 时平稳马尔可夫序列变换系数的方差分布 （见表 C. 3） [I - 20]

（“∗” 表示 KLT和 DCTⅡ； “o” 表示 Cham型整数 DCT、 H. 264 AVC FRExt、 WMV -9 及 AVS；
“ + ” 表示 Chen - Oraintara - Nguyen型整数 DCT C1 和 C4）
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图 C. 6　 ρ = 0. 9、 N = 8 时平稳马尔可夫序列经不同变换后的基约束误差

Jm -基数量 m 性能比较 （见表 C. 4） [I - 20]

（“∗” 表示 KLT和 DCTⅡ、 Cham型整数 DCT、 H. 264 AVC FRExt、 WMV -9 及 AVS；
“ + ” 表示 Chen - Oraintara - Nguyen型整数 DCT C1 和 C4）

表 C. 4　 ρ =0. 9、 N =8 时平稳马尔可夫序列经不同变换后的基约束误差 Jm -基数量 m 性能比较

（整数 DCT[I - 13] ， H. 264[I - 22] ， WMV -9[I - 23] ， AVS[I - 21] ， C1 和 C4 [I - 20] ）

变换

↓m
KLT DCTⅡ Int DCT H. 264 WMV -9 AVS C1 C4

0 100 100 100 100 100 100 100 100

1 22. 5 22. 7 22. 7 22. 7 22. 7 22. 7 23. 3 23. 4

2 9. 9 10. 1 10. 1 10. 2 10. 1 10. 1 9. 9 9. 7

3 5. 8 5. 8 5. 8 5. 9 5. 8 5. 8 5. 8 5. 9

4 3. 7 3. 7 3. 7 3. 8 3. 7 3. 7 3. 8 4. 0

5 2. 4 2. 4 2. 4 2. 5 2. 4 2. 4 2. 5 2. 7

6 1. 5 1. 5 1. 5 1. 5 1. 5 1. 5 1. 4 1. 6

7 0. 7 0. 7 0. 7 0. 7 0. 7 0. 7 0. 6 0. 7

C. 3　 习题

C. 1　 仿照式 （C. 36） 和式 （C. 37）， 为式 （C. 39） 和式 （C. 41） 中定义的 4
点整数 DCT核推导缩放因子。

C. 2　 计算式 （C. 19） 和式 （C. 20） 中定义的 det [Kh，8] 和 det [Jh，8]， 并以
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此验证性质 C. 2.

C. 4　 课程实践

C. 1　 比较 （8 × 8） DCT的性能：
（Ⅰ） （8 × 8） DCTⅡ， 式 （C. 1a） 中所定义的。
（Ⅱ） H. 264 采用的 （8 × 8） 整数 DCT， 式 （C. 19） 和式 （C. 20） 所定义的。
（Ⅲ） 美国微软公司 WMV - 9 （ VC - 1） 采用的 （8 × 8） 整数 DCT， 式

（C. 22） 和式 （C. 23） 所定义的。
（Ⅳ） AVS China采用的 （8 ×8） 整数 DCT， 式 （C. 25） 和式 （C. 26） 所定义的。
对于 （Ⅰ）， （Ⅱ）， （Ⅲ） 和 （Ⅳ） 完成下面的工作。
（a） ρ = 0. 9 时一阶马尔科夫过程的方差分布 （画图并给出数据表格）， 参见

图 C. 5 和表 C. 3。
（b） 归一化基约束误差与基数量的关系 （画图并给出数据表格）， 参见图 C. 6

和表 C. 4。
（c） 得到变换编码的增益。
（d） 对本书式 （A. 7） 定义的分数相关系数 （0 < ρ < 1） 画图。
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附录 D　 DCT 和 DST

D. 1　 DCT 和 DST 的核[I - 10]

下面列出了 DCT和 DST （类型Ⅰ ～Ⅳ） 的核[B23] 。
Ⅰ ～Ⅳ类 DCT

CⅠN +1[ ]kn =
2
N εkεncos

πkn
N[ ]　 　 k，n = 0，1，…，N

CⅡN[ ]kn =
2
N εkcos

πk n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 0，1，…，N - 1

CⅢN[ ]kn =
2
N εncos

π k + 12
 

 
 

 

 
 n

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 0，1，…，N - 1

CⅣN[ ]kn =
2
N cos

π k + 12
 

 
 

 

 
 n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 0，1，…，N - 1

[CⅠN +1]和[CⅣN ]为对称矩阵，[CⅢN ]为[CⅡN ]的逆，反之亦然。
[CⅠN +1] -1 = [CⅠN +1] T = [CⅠN +1]　 　 　 　 　 [CⅡN ] -1 = [CⅡN ] T = [CⅢN ]
[CⅢN ] -1 = [CⅢN ] T = [CⅡN ] [CⅣN ] -1 = [CⅣN ] T = [CⅣN ]

Ⅰ ～Ⅳ类 DST

[SⅠN -1] kn =
2
N sin

πkn
N[ ]　 　 k，n = 1，2，…，N - 1

[SⅡN ] kn =
2
N εksin

π n - 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 1，2，…，N

[SⅢN ] kn =
2
N εnsin

π k - 12
 

 
 

 

 
 n

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 1，2，…，N

[SⅣN ] kn =
2
N sin

π k + 12
 

 
 

 

 
 n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k，n = 1，2，…，N - 1

[SⅠN -1] -1 = [SⅠN -1] T = [SⅠN -1]　 　 [SⅡN ] -1 = [SⅡN ] T = [SⅢN ]
[SⅢN ] -1 = [SⅢN ] T = [SⅡN ] [SⅣN ] -1 = [SⅣN ] T = [SⅣN ]

[CⅡN ] = [J][SⅡN ][D]　 　 [CⅢN ] = [D][SⅢN ][J]　 　 [CⅣN ] = [D][SⅣN ][J] （D. 1）
式中， [J] 为单位矩阵取反； [D] 为对角矩阵且其对角元素 [D] kk = （ - 1） k，
k = 0， 1， …， N - 1 （见参考文献 [B28] 第 76 页）。
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下面列出了 DCT和 DST （类型Ⅴ ～Ⅷ） 的核。
Ⅴ ～Ⅷ类 DCT

[CⅤN ] kn =
2
2N - 1

εkεncos
2πkn
2N - 1[ ]　 　 k， n = 0， 1， …， N - 1

[CⅥN ] kn =
2
2N - 1

εk ιncos
2πk n + 12

 

 
 

 

 
 

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 0， 1， …， N - 1

[CⅦN ] kn =
2
2N - 1

ιkεncos
2π k + 12

 

 
 

 

 
 n

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 0， 1， …， N - 1

[CⅧN -1] kn =
2
2N - 1

cos 2π k + 12
 

 
 

 

 
 n + 12
 

 
 

 

 
 

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 0， 1， …， N - 2

[CⅤN ] -1 = [CⅤN ] T = [CⅤN ] 　 　 [CⅥN ] -1 = [CⅥN ] T = [CⅦN ]
[CⅦN ] -1 = [CⅦN ] T = [CⅥN ] 　 　 [CⅧN -1] -1 = [CⅧN -1] T = [CⅧN -1]

Ⅴ ～Ⅷ类 DST

[SⅤN -1] kn =
2
2N - 1

sin 2πkn2N - 1[ ]　 　 k， n = 1， 2， …， N - 1

[SⅥN -1] kn =
2
2N - 1

sin 2πk n - 12
 

 
 

 

 
 

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 1， 2， …， N - 1

[SⅦN -1] kn =
2
2N - 1

sin 2π k - 12
 

 
 

 

 
 n

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 1， 2， …， N - 1

[SⅧN ] kn =
2
2N - 1

ιk ιnsin
2π k + 12

 

 
 

 

 
 n + 12
 

 
 

 

 
 

2N - 1

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k， n = 0， 1， …， N - 1

[SⅤN -1] -1 = [SⅤN -1] T = [SⅤN -1] 　 　 [SⅥN -1] -1 = [SⅥN -1] T = [SⅦN -1]
[SⅦN -1] -1 = [SⅦN -1] T = [SⅥN -1] 　 　 [SⅧN ] -1 = [SⅧN ] T = [SⅧN ]

其中

εp =
1
2

p = 0 或 N

1 p≠0 和 N
{

ιp =
1
2

p = N - 1

1 p≠N - 1
{

上述 DCT与 DST都与M 点广义 DFT （Generalized DFT， GDFT） 相关。 令 N为

正整数， 对于类型Ⅰ ～Ⅳ， 有 M = 2N； 对于类型Ⅴ ～Ⅷ， 有 M = 2N - 1。 因此， 对

于类型Ⅰ ～Ⅳ （偶数长度 GDFT）， M 为偶数； 对于类型Ⅴ ～Ⅷ （奇数长度GDFT），
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M 为奇数。
参考文献 [LA3] 给出了 GDFT及全部 16 种离散三角变换 （Ⅰ ～Ⅷ类 DCT 和

DST） 正交和非正交形式的代码。 为计算 GDFT， 参考文献 [LA3] 中的 gdft. m 使

用了下列形式的 FFT。

[Ga，b] = XF（k） = 1
N
∑
N-1

n = 0
x（n）W（k+a）（n+b）N 　 　 k = 0，1，…，N - 1

= 1
N
∑
N-1

n = 0
x（n）W（k+a）b+kn+anN = 1

N
W（k+a）bN ∑

N-1

n = 0
[x（n）Wan

N ]Wkn
N

= 1
N
W（k+a）bN FFT[x（n）Wan

N ] （D. 2）

a = 0， b = 0： 一般 DFT

a = 12 ， b = 0： 奇频率 DFT

a = 0， b = 12 ： 奇时间 DFT

a = 12 ， b = 12 ： 奇时间奇频率 DFT

D. 2　 酉 DCT 和 DST 的推导

本节分三个步骤推导酉离散三角变换 （Discrete Trigonometric Transform， DTT）。
（1） 对于一个特定形式的 GDFT， 选择与其相同 /相关类型的 DTT。 参见参考

文献 [I - 12] 中表Ⅲ。
（2） 对 GDFT应用对称输入扩展以得到 DTT （参见参考文献 [I - 12] 中表Ⅲ

和图 2）。
（3） 使 DTT正交化。
推导过程中我们可以看出 DTT 具有的其他特性。 本节使用与参考文献 [ I -

12] 相同的符号。
DCT -Ⅱ

令X为一个长度为 （N × 1） 输入向量x的类型 - 2 DCT。

X = [G0，1 / 2] [EHSHS] x = [C2e] x （D. 3）

[G0，1 / 2] kn = exp - j
2πk n + 12

 

 
 

 

 
 

2N

 

 

 
 

 

 

 
 
= exp - j

πk n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 

（D. 4）

例如， 令 DCT长度 N = 4， M 为 GDFT输入序列的长度， 有：
L∈ {N - 1， N， N + 1}
（L ×M） = （N × 2N）

403 快速傅里叶变换： 算法与应用



[G0，1 / 2] [EHSHS] =

e - j
0π（0 +1 / 2）

N e - j
0π（1 +1 / 2）

N … e - j
0π（6 +1 / 2）

N e - j
0π（7 +1 / 2）

N

e - j
π（0 +1 / 2）

N e - j
π（1 +1 / 2）

N … e - j
π（6 +1 / 2）

N e - j
π（7 +1 / 2）

N

e - j
2π（0 +1 / 2）

N e - j
2π（1 +1 / 2）

N … e - j
2π（6 +1 / 2）

N e - j
2π（7 +1 / 2）

N

e - j
3π（0 +1 / 2）

N e - j
3π（1 +1 / 2）

N … e - j
3π（6 +1 / 2）

N e - j
3π（7 +1 / 2）

N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[EHSHS]

（D. 5）
（M =2N） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （N）

=

e - j
0π（0 +1 / 2）

N e - j
0π（1 +1 / 2）

N … ej
0π（1 +1 / 2）

N ej
0π（1 / 2）

N

e - j
π（0 +1 / 2）

N e - j
π（1 +1 / 2）

N … ej
π（1 +1 / 2）

N ej
π（1 / 2）

N

e - j
2π（0 +1 / 2）

N e - j
2π（1 +1 / 2）

N … ej
2π（1 +1 / 2）

N ej
2π（1 / 2）

N

e - j
3π（0 +1 / 2）

N e - j
3π（1 +1 / 2）

N … ej
3π（1 +1 / 2）

N ej
3π（1 / 2）

N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

1
1
1
1
1

1
1

1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（D. 6）

=2

cos 0π （0 +1 / 2）N
 

 
 

 

 
 cos 0π （1 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 0π （2 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 0π （3 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 

cos 1π （0 +1 / 2）N
 

 
 

 

 
 cos 1π （1 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 1π （2 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 1π （3 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 

cos 2π （0 +1 / 2）N
 

 
 

 

 
 cos 2π （1 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 2π （2 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 2π （3 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 

cos 3π （0 +1 / 2）N
 

 
 

 

 
 cos 3π （1 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 3π （2 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 cos 3π （3 +1 / 2）N

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=2 cos πk n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
=2 [cos] = [C2e] 　 　 （双正交） （D. 7）

使该矩阵与自身正交。

　 　 　 1
M[C3e]

 

 
 

 

 
 [C2e] = [ I]

1
M2[cos]

T[ε2k] 

 
 

 

 
 2[cos] = [ I]　 　 　 　 　 　 　 　 [ε2k] = diag

1
2 ，1，1，1

 

 
 

 

 
 

1
N2[cos]

T[ε2k] 

 
 

 

 
 [cos] = [ I]

（ 2 / N[cos] T[εk]）（ 2 / N[εk][cos]） = [ I] [εk] = diag
1
2
，1，1，1 

 
 

 

 
 

（ 2 / N[εk][cos]） T（ 2 / N[εk][cos]） = [ I]
[CⅡE] T[CⅡE] = [ I]　 　 （自身正交） （D. 8）

[C2e] = 2N[εk] -1[CⅡE]　 　 [εk] -1 = diag（ 2，1，1，1） （D. 9）
DCT - I

令X为一个长度为 （N + 1） × 1 输入向量x的类型 - 1 DCT。
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X = [G0，0] [EWSWS] x = [C1e] x （D. 10）

[G0，0] kn = exp - j
2πkn
2N

 

 
 

 

 
 = exp - j πknN

 

 
 

 

 
 （D. 11）

例如， 令 N = 4。

（D. 12）
　 　 　 　 　 （M = 2N） 　 　 　 　 　 　 　 　 （N + 1）

=

e - j
0π（0）

N e - j
0π（1）

N … ej
0π（1）

N

e - j
0π（0）

N e - j
π（1）
N … ej

π（1）
N

e - j
2π（0）

N e - j
2π（1）

N … ej
2π（1）

N

e - j
3π（0）

N e - j
3π（1）

N … ej
3π（1）

N

e - j
4π（0）

N e - j
4π（1）

N … ej
4π（1）

N

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

1
1
1
1
1

1
1

1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（D. 13）

=

cos 0π （0）N
 

 
 

 

 
 2cos 0π （1）N

 

 
 

 

 
 2cos 0π （2）N

 

 
 

 

 
 2cos 0π （3）N

 

 
 

 

 
 cos 0π （4）N

 

 
 

 

 
 

cos 1π （0）N
 

 
 

 

 
 2cos 1π （1）N

 

 
 

 

 
 2cos 1π （2）N

 

 
 

 

 
 2cos 1π （3）N

 

 
 

 

 
 cos 1π （4）N

 

 
 

 

 
 

cos 2π （0）N
 

 
 

 

 
 2cos 2π （1）N

 

 
 

 

 
 2cos 2π （2）N

 

 
 

 

 
 2cos 2π （3）N

 

 
 

 

 
 cos 2π （4）N

 

 
 

 

 
 

cos 3π （0）N
 

 
 

 

 
 2cos 3π （1）N

 

 
 

 

 
 2cos 3π （2）N

 

 
 

 

 
 2cos 3π （3）N

 

 
 

 

 
 cos 3π （4）N

 

 
 

 

 
 

cos 4π （0）N
 

 
 

 

 
 2cos 4π （1）N

 

 
 

 

 
 2cos 4π （2）N

 

 
 

 

 
 2cos 4π （3）N

 

 
 

 

 
 cos 4π （4）N

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（D. 14）

= 2 cos πknN
 

 
 

 

 
 [ ][ε2n]　 　 　 　 　 　 [ε2n] = diag 12 ，1，1，1，

1
2

 

 
 

 

 
 （D. 15）

= [C1e] 　 　 　 　 （双正交）
使该矩阵与自身正交。

1
M[C1e]

 

 
 

 

 
 [C1e] = [ I]
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1
M 2 cos πknN

 

 
 

 

 
 [ ][ε2n] 

 
 

 

 
 2 cos πknN

 

 
 

 

 
 [ ][ε2n] 

 
 

 

 
 

= 1M（ 2N[εn] -1[CIE][εn]）（ 2N[εn] -1[CIE][εn]）

= [εn] -1[CIE][CIE][εn] = [ I]，　 　 [εn] = diag
1
2
，1，1，1， 1

2
 

 
 

 

 
 

[CIE][CIE] = [CIE] T[CIE] = [ I] （自正交） （D. 16）
DCT -Ⅲ

令X为一个长度为（N × 1）输入向量x的类型 - 3 DCT。
X = [G1 / 2，0][EWSWA]x = [C3e]x （D. 17）

[G1 / 2，0] kn = exp - j
2π k + 12

 

 
 

 

 
 

2N

 

 

 
 

 

 

 
 
= exp - j

π k + 12
 

 
 

 

 
 n

N

 

 

 
 

 

 

 
 

（D. 18）

[G1 / 2，0][EWSWA] =

e - j
（1 / 2）π（0）

N e - j
（1 / 2）π（1）

N … e - j
（1 / 2）π（7）

N

e - j
（1 + 1 / 2）π（0）

N e - j
（1 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（1 + 1 / 2）π（7）

N

e - j
（2 + 1 / 2）π（0）

N e - j
（2 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（2 + 1 / 2）π（7）

N

e - j
（3 + 1 / 2）π（0）

N e - j
（3 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（3 + 1 / 2）π（7）

N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

[EWSWA]

（D. 19）
注意

exp - j （1 / 2）π（7）N
 

 
 

 

 
 = exp - j 7π2N

 

 
 

 

 
 = exp j 9π2N

 

 
 

 

 
 = - exp j （1 / 2）πN

 

 
 

 

 
 　 　 N = 4

=

e - j
（1 / 2）π（0）

N - ej
（1 / 2）π（1）

N … e - j
（1 / 2）π（1）

N

e - j
（1 + 1 / 2）π（0）

N - ej
（1 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（1 + 1 / 2）π（1）

N

e - j
（2 + 1 / 2）π（0）

N - ej
（2 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（2 + 1 / 2）π（1）

N

e - j
（3 + 1 / 2）π（0）

N - ej
（3 + 1 / 2）π（1）

N … e - j
（3 + 1 / 2）π（1）

N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

1
1

1
1
0
- 1

- 1
- 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（D. 20）

=

cos （1 / 2）π（0）N
 

 
 

 

 
 2cos （1 / 2）π（1）N

 

 
 

 

 
 2cos （1 / 2）π（2）N

 

 
 

 

 
 2cos （1 / 2）π（3）N

 

 
 

 

 
 

cos （1 +1 / 2）π（0）N
 

 
 

 

 
 2cos （1 +1 / 2）π（1）N

 

 
 

 

 
 2cos （1 +1 / 2）π（2）N

 

 
 

 

 
 2cos （1 +1 / 2）π（3）N

 

 
 

 

 
 

cos （2 +1 / 2）π（0）N
 

 
 

 

 
 2cos （2 +1 / 2）π（1）N

 

 
 

 

 
 2cos （2 +1 / 2）π（2）N

 

 
 

 

 
 2cos （2 +1 / 2）π（3）N

 

 
 

 

 
 

cos （3 +1 / 2）π（0）N
 

 
 

 

 
 2cos （3 +1 / 2）π（1）N

 

 
 

 

 
 2cos （3 +1 / 2）π（2）N

 

 
 

 

 
 2cos （3 +1 / 2）π（3）N

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

（D. 21）
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= 2 cos π k + 12
 

 
 

 

 
 n

N

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
[ε2n]

= [C3e] 　 　 （双正交） （D. 22）
注意， 式 （D. 18） 中的 [EWSWS] 来自图 D. 1c所示。

在下一节中， DST定义如下：

[S1e] kn = 2 sin
πkn
N

 

 
 

 

 
 [ ]　 　 k，n = 1，2，…，N - 1 （D. 23）

[S2e] kn = 2 sin
πk n + 12

 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k = 1，2，…，N

n = 0，1，…，N - 1 （D. 24）

图 D. 1　 N = 4 时 SPS （对称周期序列： C - 12e ， C - 13e ） 和 DTT （C2e， C3e） 的对称性 （空心圆圈

表示 SPS， N 可以为偶数或奇数。 参见式 （3. 97） 中的例子）
（参考文献 [I - 12] © 1994 IEEE）

a） WSWS　 b） HSHS　 c） WSWA　 d） HSHA　 e） WAWA　 f） HAHA　 g） WAWS　 h） HAHS

然而， 与之前相比， 由一个不同类型的 GDFT 推导 DCT 的过程要复杂得多，
而这两个过程都非常有用。 例如， 参考文献 [ LA5] 第 49 页给出了由常规 DFT
（GDFT， 当 a = 0、 b = 0 时） 推导 DCT -Ⅱ的过程 （还可参见参考文献 [B19]）。

与类型 - 1 和类型 - 2 DCT 中的对称输入扩展不同， 类型 - 3 和类型 - 4 DCT

中的非对称输入扩展 （注意 [EWSWA] 中的负号） 是由于频点移动了
1
2 而引起的。
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即类型 - 3 DCT exp - j 2π（k + 1 / 2）n2N
 

 
 

 

 
 中的 k + 12

 

 
 

 

 
 。 对于 DCT 来说， 一个输入序

列采样样本 （N = 4） 的全采样点对称扩展相当于乘以一个对角矩阵 [ε2n]， 以式

（D. 15） 和式 （D. 22） 为例， 两者分别对应 DCT - Ⅰ （见图 D. 1a） 和 DCT - Ⅲ
（见图 D. 1c）。

令 HSHS表示一个周期序列采样样本 （N = 4） 左对称点 （Left Point of Symme-
try， LPOS） 处具有半采样对称性， 右对称点 （Right Point of Symmetry， RPOS） 处

同样具有半采样对称性。 则一个 DCT - Ⅱ的输入序列暗含 HSHS 的性质， 如图

D. 1b所示。 DCT -Ⅱ系数暗含 WSWA的性质， 如图 D. 1c所示。
WSWA表示一个周期序列采样样本 （N = 4） 左对称点 （LPOS） 处具有全采样

对称性， 右对称点 （RPOS） 也具有全采样对称性。
由 DFT 推导 DCT -Ⅱ

给定向量

e = exp jπ02N
 

 
 

 

 
 ，exp jπ12N

 

 
 

 

 
 ，…，exp jπ（N - 1）2N

 

 
 

 

 
 { }
T

与矩阵

exp jπk2N
 

 
 

 

 
 [ ] = diag exp jπ02N

 

 
 

 

 
 ，exp jπ12N

 

 
 

 

 
 ，…，exp jπ（N - 1）2N

 

 
 

 

 
 [ ]

则

exp jπk2N
 

 
 

 

 
 [ ]
-1
= exp jπk2N

 

 
 

 

 
 [ ]
∗
= exp - jπk2N

 

 
 

 

 
 [ ] （D. 25）

由式 （D. 5） 可知

[G0，1 / 2][EHSHS] = exp
- jπk
2N

 

 
 

 

 
 [ ][G0，0][EHSHS] （D. 26）

= exp - jπk2N
 

 
 

 

 
 [ ][H][F][EHSHS] = [C2e]（D. 27）

式中， [F] 为 DFT矩阵； [H] = （[ IN × N]，[0N × N]）。 一个对称输入序列的 DFT为

[H][F][EHSHS] = exp
jπk
2N

 

 
 

 

 
 [ ][C2e] = 2N[exp jπk2N

 

 
 

 

 
 ][εk] -1[CⅡE]

（D. 28）
式中， [C2e] 表示非标准化的类型 - 2 DCT （式 （D. 9） 定义）。 标准化的类型 - 2
DCT [CⅡE] 可用 DFT矩阵如下表示：

[CⅡE] =
1
2N
[εk] exp

- jπk
2N

 

 
 

 

 
 [ ][H][F][EHSHS] （D. 29）

类似的推导过程见参考文献 [LA5， B19]。 该过程也可以扩展至二维情形， 即

[XCⅡ] = [CⅡE][x][CⅡE] T。 其中， [XCⅡ] 为输入矩阵 [x] 的 DCT 系数矩阵。
首先， 复制输入图像：
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[x2N ×2N] = [EHSHS][x][EHSHS] T （D. 30）

[XCⅡ] = 12N[εk] exp
- jπk
2N

 

 
 

 

 
 [ ][H][F][x2N ×2N][F] T[H] T exp - jπk2N

 

 
 

 

 
 [ ][εk]

（D. 31）
利用本书附录 F. 4 中的性质， 式 （D. 31） 变为

[XCⅡ] = 12N[εε
T] º[e∗（e∗） T] º（[H][F][x2N ×2N][F] T[H] T） （D. 32）

式中， 向量 ε = （1 / 2， 1， 1， …， 1） T， 且大小为 （N × 1）； “º ” 表示两个矩阵对

应位置的元素相乘。 对于一个 N = 4 的 （N × N） 矩阵有：

[εεT] =

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 1 1

1 / 2 1 1 1

1 / 2 1 1 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（D. 33）

图 D. 2 给出了式 （D. 32） 的一个应用[LA17] 。

图 D. 2　 利用二维 DFT实现二维 DCT -Ⅱ

现在我们得到了一幅 （N × N） 大小图像的 （N × N） DCT 系数矩阵 [XCⅡ]，
并且想得到一个 （2N × 2N） 的 DFT 矩阵 [XF]， 通过它可以计算 DCT 系数矩阵

[XCⅡ]。
[x2N ×2N] = [EHSHS][x][EHSHS] T （D. 34）

[XF] = [F][x2M ×2N][F] T （D. 35）

[XF] = [eeT] º （[EWSWA][C2e][x][C2e] T[EWSWA] T） （D. 36）

[XF] = 2N[eeT] º [εεT] º （[EWSWA][CⅡE][x][CⅡE] T[EWSWA] T） （D. 37）

ε = （ 2，1，1，…，1） T 　 　 （2N × 1）

e = exp jπ02N
 

 
 

 

 
 ，exp jπ12N

 

 
 

 

 
 ，…，exp jπ （2N - 1）2N

 

 
 

 

 
 { }
T
　 　 （2N × 1）

式中， [EWSWA] 定义见式 （D. 19） 且与图 D. 1c相关。
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图 D. 3　 循环卷积可用非标准化的 DCT和 DST代替 FFT计算 （ （↓， 2） 表示 （2∶ 1） 下采样，
“∗” 表示循环卷积； 输入序列 zcon（m） = zdtt（m +1）， 有一个采样点的延迟 m =0， 1， …， N -1；

[0 - （N - 1），·] 表示在 N 个 DCT / DST系数之后填补了一个 0； 实心圆 “·”
表示当前位置元素值恒为 0， 由于其不会影响计算结果， 因此在其他情形中

我们通常将其忽略； 实心方块 “■” 表示一个附加的 0）

D. 3　 用 DCT 和 DST 代替 FFT 的循环卷积

两个周期序列在时域 /空域的循环卷积相当于两者在 DFT 域相乘， 这也称为

DFT的卷积乘法特性 （见本书 2. 4 节）。
对于离散余弦变换 （DCT） 和离散正弦变换 （DST） ———统称离散三角变换

（Discrete Trigonometric Transform， DTT）， Reju 等人[LA6]发现了类似的良好性质。
由于离散正余、 弦变换存在快速算法， 因此在滤波方面的应用中， 该方法可以作为

除 DFT方法之外的另一种选择 （见图 D. 3）。 参考文献 [LA6] 中描述的该方法的

MATLAB程序代码参见网址 http： / / www. ntu. edu. sg / eee / home / esnkoh / 。
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C1e（ k）， C2e （ k）， S1e （ k） 和 S2e （ k） 分别定义于式 （ D. 15 ）、 （ D. 9 ）、
（D. 23）、 （D. 24）。

D. 4　 DCT 的循环移位特性

由于 N 点 DCT可由 2N 点 DFT推导出来[LA5] ， 因此当 k 为奇数时在 N 点采样

长度内其基函数无法构成完整的周期。 如当 k = 1 时为半个周期， 则 k = 3 时为一个

半周期， …。 参见参考文献 [B6] 中图 5. 1。 例如， 当 k = 1 时， 最低非零频率元

素为

C2e（k，n） = 2cos πk n + 12
 

 
 

 

 
 

N

 

 

 
 

 

 

 
 

（D. 38）

其周期为 2N。 一个序列循环左移 （向前） 整数 d 个采样点 （d 可扩展至非整数，
且式 （D. 39） 同样成立） 可以看作其基函数向相反的方向移动 d 个采样点而序列

本身不动。 在上述条件下， Rhee 和 Kang [LA17]发现了空域的原始数据和频域的移

位数据之间的移位特性。 可用下式进行表述：

C2ed （k） = 2∑
N-1

n = 0
c（n，k）x（n）cos πk n + 12 - d（ ）

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k = 0，1，…，N - 1

（D. 39）
其中

c（n， k） =
（ - 1） k k 为奇数， d > 0 且 0≤n < d， 或

k 为奇数， d≤ -1 且 N + d≤n < N
1 其他

 

 

 

  

  

例如， 给定{x（n）} = {1，2，3，4}， 当 d = 1 时 {C2ed （k）} 的 IDCT 与 x（n） =
{2，3，4，1}相等。 该性质说明了空域原始信号与频域表示的 （可以是亚采样 /亚像

素） 移位信号之间的关系。 对于酉 DCT， 式 （D. 39） 变为

CⅡEd （k） = 2
N εk∑

N-1

n = 0
c（n，k）x（n）cos πk n + 12 - d（ ）

N

 

 

 
 

 

 

 
 
　 　 k = 0，1，…，N - 1

（D. 40）
其中

c（n， k） =
（ - 1） k k 为奇数， d > 0 且 0≤n < d， 或

k 为奇数， d≤ -1 且 N + d≤n < N
1 其他

 

 

 

  

  

εk =
1 / 2 k = 0
1 其他{
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D. 5　 习题

D. 1　 证明式 （D. 1） 中的[CⅣN ] = [D][SⅣN ][J]。
D. 2　 类似式 （D. 3） ～ （D. 8） 的推导过程， 利用相应形式的 GDFT 推导

DCT - Ⅲ和 DCT - Ⅳ。 提示： exp - j （1 / 2） π （7 + 1 / 2）N
 

 
 

 

 
 = exp - j 15π4N

 

 
 

 

 
 = exp

j 1 - 14N
 

 
 

 

 
 π 

 
 

 

 
 = - exp j （1 / 2） π （1 / 2）N

 

 
 

 

 
 ， N = 4。

D. 3　 （a） 参见式 （D. 5） ～ （D. 7） 的推导过程， 在 N = 8 和 N = 9 时解决该

问题。 给出解题过程。
在下列情况下重做。

（b） DCT -Ⅰ。
（c） DST -Ⅰ。
（d） DST -Ⅱ。
D. 4　 给定 DCT -Ⅱ系数 C2e（k）， k = 0， 1， …， N - 1。 如何利用 C2e（k） 得

到 C2e（2k）， k = 0， 1， …， N - 1。 用 C2e（k） 的形式表示 C2e（2k）， k = 0， 1， …，
N - 1。 例如：

{C2e（2k）} = {C2e（0），C2e（2），…}　 　 k = 0，1，…，N - 1

D. 6　 课程实践

D. 1　 运行参考文献 [LA3] 中的 MATLAB程序代码， 给出结果。
D. 2　 运行使用了 DCT 和 DST 的 MATLAB 循环卷积代码[LA6] ， 网址为 ht-

tp： / / www. ntu. edu. sg / eee / home / esnkoh / 。 画出下列情况当 N = 8 和 N = 9 时的图。
（a） C1e（k）， S1e（k）， C2e（k）， S2e（k）， C1e（2k）， S1e（2k）， C2e（2k）， S2e（2k）。
（b） 两种快速循环卷积 DFT和 DTT法的输出。
D. 3　 （a） 利用二维 DFT实现二维 DCT -Ⅱ， 如图 D. 2 所示， 使用 MATLAB。
（b） 计算一幅 （N × N） 大小图像的 （N × N） DCT系数矩阵 [XCⅡ]， 并计算

一个 （2N × 2N） 的 DFT矩阵 [XF]， 可以通过其计算 DCT系数矩阵 [XCⅡ]。
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附录 E　 克罗内克乘积与可分离性

E. 1　 克罗内克乘积

定义 E. 1　 设 [A] 为 （ p × q） 矩阵， [B] 为 （ k × ι） 矩阵， 则 [A] 和

[B] 的左、 右克罗内克乘积 （Kronecker products， 也称作矩阵积 （matrix product）
或直积 （direct product）） 分别为以下两个 （pk × qι） 的矩阵[B6]

[A]⊗L[B] =

[A]b00 [A]b01 … [A]b0，ι -1
[A]b10 [A]b11 … [A]b1，ι -1
︙ ︙ ︙ ︙

[A]bk -1，0 [A]bk -1，1 … [A]bk -1，ι -1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（E. 1a）

[A]⊗R[B] =

a00[B] a01[B] … a0，q -1[B]
a10[B] a11[B] … a1，q -1[B]
︙ ︙ ︙ ︙

ap -1，0[B] ap -1，1[B] … ap -1，q -1[B]

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（E. 1b）

[例 E. 1] 　 令

[A] =
1 1
1 - 1[ ]和[B] =

1 2
3 4[ ]

则

[A]⊗L[B] =

1 1 2 2
1 - 1 2 - 2
3 3 4 4
3 - 3 4 - 4

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

和[A]⊗R[B] =

1 2 1 2
3 4 3 4
1 2 - 1 - 2
3 4 - 3 - 4

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

注意， 左克罗内克乘积的形式为 [A]⊗L[B]； 右克罗内克乘积的形式为 [A]⊗R

[B]。 由于 [ A] ⊗R [B] = [B] ⊗L [ A]， 因此本书及 MATLAB （命令为

“kron”） 中仅使用右克罗内克乘积。
性质 E. 1　 若 [A] 为 （m ×m） 矩阵， [B] 为 （n × n） 矩阵， 则

det（[A]⊗[B]） = （det[A]） n（det[B]）m （E. 2）
例如

[A] =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
，[B] =

1 0
0 2[ ]，det（[A]⊗[B]） = 8

（det[A]） n（det[B]）m = 1223 = 8≠（det[A]）m（det[B]） n = 1322 = 4
性质 E. 2　 若矩阵 [A] 和 [B] 正交， 则 [A]⊗[B] 也是正交的 （[A] T =
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[A] -1， [B] T = [B] -1）。 该性质可用下面的关系证明。
　 　 （[A]⊗[B]） T（[A]⊗[B]） = （[A] T⊗[B] T）（[A]⊗[B]）

= （[A] T[A]）⊗（[B] T[B]） = [ Im]⊗[ Ik] = [ Imk]
（E. 3）

E. 2　 广义克罗内克乘积

定义 E. 2　 给定 N 个 （m × r） 矩阵 [Ai]，， 用{[A]}N 表示， i = 0， 1， …，
N - 1。 同时给定一个 （N × ι） 矩阵 [B]， 则定义 （mN × rι） 矩阵 （ {[A]}N⊗
[B]） 如下[N9] ：

{[A]}N⊗[B] =

[A0]⊗b0
[A1]⊗b1
︙

[AN -1]⊗bN -1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（E. 4）

式中， bi 表示 [B] 的第 i 行向量。 若矩阵 [Ai] 都相同， 则上式简化为通常情况

下的克罗内克乘积。
[例 E. 2] 　 令

{[A]}2 =

1 1
1 - 1[ ]
1 - j
1 j[ ]

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

，[B] =
1 1
1 - 1[ ]

则广义克罗内克乘积为

{[A]}2⊗[B] =

1 1
1 - 1[ ]⊗[1　 1]
1 - j
1 j[ ]⊗[1　 - 1]

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

=

1 1 1 1
1 - 1 1 - 1
1 - j - 1 j
1 j - 1 - j

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

上式可看作一个行为逆位序的 （4 × 4） DFT矩阵。

E. 3　 可分离变换

考虑对一幅 （M × N） 的图像 [x] 做二维变换， 有：
（M × N） 　 　 　 　 　 　 　 （M × N）
　 [X] 　 = 　 [A] 　 　 　 [x] 　 　 [B] T

　 　 　 　 　 （M ×M） 　 　 　 　 　 　 （N × N）
或者
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X（k，ι） = ∑
M-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
a（k，m）x（m，n）b（ ι，n），0 ≤ k≤ M - 1，0 ≤ ι≤ N - 1

（E. 5）
上述关系称为二维数据的可分离变换。 这里 [A] 相当于对 [ x] 进行列运算，
[B] 相当于对 [x] 进行行运算。 令Xk 和xm 分别表示 [X] 的第 k 行和 [x] 的第

m 行， 则上述行运算变为[B6]

XTK = ∑
M-1

m = 0
a（k，m）[[B] xTm] = ∑

M-1

m = 0
（[A] ⊗ [B]） k，m xTm 　 　 0 ≤ k≤ M - 1

（E. 6）
式中， [A] ⊗[B] k，m为 [A] ⊗ [B] 的第 （k， m） 个块， 0≤k， m≤M - 1。 若

将 [x] 和 [X] 按行顺序排成向量x和X， 则式 （E. 5） 的可分离变换可映射为一

个向量的克罗内克乘积：
X = （[A]⊗[B]） x

（MN × 1） （MN ×MN） （MN × 1）
　
（E. 7）

其中

X =

XT0
XT1
︙
XTk
︙

XTM -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

和x =

xT0
xT1
︙
xTm
︙

xTM -1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

（E. 8）

定理 E. 1　 对于一幅二维 （M × N） 图像 [x]， 其一维变换为

　 　 　 　 （MN ×MN）
　 　 X　 = 　 [A] 　 　 　 x
（MN × 1） 　 　 　 　 　 （MN × 1） （E. 9）

当下列条件成立时为可分离变换：
[A] = [A1] ⊗ [A2] （E. 10）

其二维变换可用下式描述：
（M × N） 　 　 　 　 　 　 （M × N）
　 [X] 　 = 　 [A1] 　 　 [x] 　 　 [A2] T

　 　 　 　 　 　 （M ×M） 　 　 　 　 　 （N × N） （E. 11）
若 [A1]、 [A2] 为 （N × N） 矩阵， [A] 为 （N2 × N2） 矩阵， 则运算次数可以从

O（N4） 减少到 O（2N3）。 （N × N） 矩阵与 （N × N） 数据相乘需要 O（N3） 的计算

复杂度。
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附录 F　 数 学 关 系

1

由欧拉公式 /恒等式：
2cosθ = ejθ + e - jθ （F. 1）
j2sinθ = ejθ - e - jθ （F. 2）

可以推出：
复合角公式

cos（a ± b） = cosacosb∓sinasinb （F. 3）
sin（a ± b） = sinacosb ± cosasinb （F. 4）

乘积恒等式

2cosacosb = cos （a - b） + cos （a + b） （F. 5）
2sinasinb = cos （a - b） - cos （a + b） （F. 6）
2sinacosb = sin （a - b） + sin （a + b） （F. 7）

双曲函数

cos （jθ） = coshθ （F. 8）
sin （jθ） = jsinhθ （F. 9）

2coshθ = eθ + e - θ 　 　 由式 （F. 1） 和式 （F. 8） 得到 （F. 10）
2sinhθ = eθ - e - θ （F. 11）
cosh2θ - sinh2θ = 1 （F. 12）

2

若 f（x， y） ⇔F（u， υ）， 则 f（x - σy， y）⇔F（u， υ + σu）， 这里 “⇔” 表示二

维傅里叶变换对 （参见本书 5. 2 节） [IP26] 。
证明：

F [ f（x - σy，y）] = ∫∫∞-∞ f（x - σy，y）e - j2π（ux-υy） dxdy

式中， “F ” 表示傅里叶变换。 做变量代换 s = x - σy， t = y， 分别用 ϕ（ s， t） = s +
σt 和 ψ（ s， t） = t 替换 x 和 y， 有：

F [ f（x - σy，y）] = ∫∫∞-∞ f（ s，t）e - j2π（us +（u+σu） t） 1 σ
0 1

dsdt

= F（u，υ + σu）

由于
1 σ
0 1

= 1。

推论 F. 1　 若 f（x， y） 的傅里叶变换为 F（u， υ）， 则 F（u， υ + σu） 的傅里叶
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逆变换为 f（x - σy， y）。

3

d
dua

u = au ln a

证明：
d
dua

u = ddu（e
lna） u = ddue

（lna）u = e（lna）u ddu（lna）u

= （e（lna）u）（lna） = au lna

4

令 a 和 b 为向量， “°” 表示哈达玛乘积， 则

diag（a）[C]diag（b） = （abT） º[C] （F. 13）

例如， 令 a = （2， 1）T， b = （1， 2） T， [C] =
1 2
3 0[ ] （见式 （3. 74）、 （C. 36）、

（C. 37）、 （D. 32））， 则

diag（a）[C]diag（b） =
2 0
0 1[ ]

1 2
3 0[ ]

1 0
0 2[ ] =

2 8
3 0[ ]

（abT） º[C] =
2
1
 

 
 

 

 
 （1，2） º

1 2
3 0[ ] =

2 4
1 2[ ] º

1 2
3 0[ ] =

2 8
3 0[ ]

F. 1　 习题

F. 1 证明推论本附录的数学关系 1。
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附录 G　 MATLAB 基础

本附录介绍了 MATLAB 的基本知识， 并且提供了若干参考网址和与 MATLAB
相关的参考文献。
>> A = [1 2； 3 4]

　 A =
1 2
3 4
 

 
 
 

 

 
 
 

>> max（A） = [3　 4]
>> min（A） = [1　 2]
>> （A，1，4） = [1　 3　 2　 4]　 　 　 　 返回 1 × 4 的矩阵， 它的元素是从 [A] 中按

列提取的

>> A = [2　 5　 1]，[B，I] = sort（A） 按照升序排列。 返回索引矩阵 I
>> A = eye（3，4） ； 大小为 （3 × 4） 的单位矩阵

>> A = ones（2）；B = zeros（2）； 分别为 （2 × 2） 的 1 矩阵和 0 矩阵

>> eye（4） + eye（4）和 1 + eye（4） 是不同的

>> sum（A） = [4 6] 对于矩阵 A， sum （A） 是一个行向量， 其每

个元素为对应列所有值的和

>> mean（A） 对于矩阵， mean （A） 是一个行向量， 其每

个元素是对应列所有值的平均值

>> A = [1：3] 等价于 A = [1　 2　 3]
　 >> diag（A） 如果输入是一个向量，diag（A） 是一个对角

阵。 如果输入是一个矩阵，则列出了[A]的主

对角元素

>> A∗B 矩阵乘法

>> A. ∗B 两个矩阵的点乘运算

>> inv 矩阵取逆

>> fliplr 左右方向上翻转矩阵

>> flipud 上下方向上翻转矩阵

>> rot90 把矩阵顺时针旋转 90°
>> flipdim 沿着定义的维数翻转矩阵

>> sin（A） A 中元素的正弦值

>> asin（A） A 中元素的反正弦值

>> cosh（A） 双曲余弦。 等于 cos（ j∗A）
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• 管理对话命令

>> help topic 给出指定主题的帮助

>> lookfor 搜索包含关键字的所有 M -文件

>> clear 从内存中清除变量和函数

>> clear all， close all
按向上的箭头↑调出最近常用的命令行。
连续按下 “h↑” 键调出最近常用的以 “h” 开头的命令行。

>> p = ‘C： \mycode’；path（path，p） 对当前路径添加一个新的目录

>> path（path，‘C： \mycode’）
• 运算和特殊字符

>> A’ 当 A 是一个矩阵时， 对 A 进行复共轭转置。
当 A 是实矩阵时， A’ 等于对 A 进行的转置

>> A’ 对 A 进行转置

>>… 返回值是； “…” 表示连续行一条命令可能

多于一行， 如下所示。
>> A = [1 2 3…4 5] 与 A = [1 2 3 4 5] 一样

• 特殊变量和常量

>> pi π = 3. 1415926…

>> i，j 虚数单位， i = j = - 1
>> inf 无限大

>> ans 最近上次运算的答案

• 文件

>> A = [1. 1 2. 1] 让我们把数据保存到文本文件， 步骤如下

>> save my. dat A
　 　 - ascii
>> load my. dat 文件 “my. dat” 里的数据将被载入到 “my”

变量里

my = [1. 1 2. 1]
>> save my 为了另一个应用， 将工作台变量保存到文件

“my. dat”
>> load my. dat 从文件 “my. dat” 载入工作台变量

• 底层文件输入 /输出函数

>> n = 0：. 1：1；y = [n；sin（n）]
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>> fid = fopen（‘sin. dat’，‘w’）
>> fprintf（ fid，‘%3. 2f%3. 4f \n’，y）
>> fclose（fid）

创建一个包含正弦函数短表的文本文件：
0. 00　 　 　 0. 0000
0. 10 0. 0998
… …
1. 00 0. 8415
>> fprintf（‘%3. 2f%3. 4f \n’，y）；　 　 　 　 在命令窗口生成表格

在命令窗口键入 “help fprintf” 后将有更详细的解释。 参见 “sprintf”。
• 相关和逻辑运算 /函数

>> A < B， A = = B， A > = B， A < = B
如果条件为真， 结果是 1， 否则， 结果是 0。

>> A = [ - 1，3，0，5； - 2，0，0，9]
>> [m，n] = find（A） 　 　 　 　 　 返回矩阵 A 中非零项的行和列的索引

（m，n） = （1，1），（2，1），（1，2），（1，4），（2，4）
• FOR循环

>> for n = 1：4 n，end
>> A = [1：3：10]　 　 A = [1 4 7 10]
• 条件描述

if（（attendance > = 0. 90）&（grad aυerage > = 60））
　 　 pass = 1；
else
　 　 fail = 1；
end；

• DFT / FFT函数

>> dftmtx（N） 　 　 　 　 （N × N） 大小的 DFT 矩阵， 它的逆变换是 conj （ dftmtx
（N）） / N

>> fft，ifft 一维 FFT和其逆变换

>> fft2，ifft2 二维 FFT和其逆变换

>> fftshift 把直流系数移到二维频率平面的中心， 如本书图 5. 3b 所

示。 这对于向量同样适用

>> conv（A，B） 两个向量的非周期卷积。 对于两个矩阵则使用 conv2， 而

对于任意维输入则使用 convn
>> A = [1：3]，N = 2， N 决定了一个行向量 A 的合成行数目
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>> convmtx（A，N）
1　 2　 3　 0
0　 1　 2　 3
>> xcorr（A，B） 互相关函数， 而对于矩阵 A和 B则使用 xcorr2
>> prod，prodsum，sum，
cumsum，diff，gradient
>> fft，fft2，fftn 没有规范化的

>> dct，idct 一维规范化的类型 - 2 DCT
>> dct2，idct2 二维规范化的类型 - 2 DCT
>> dctmtx（N） （N × N） DCT矩阵

>> dst，idst 一维类型 - 1DST， 没有规范化

假设输入是一个向量。 规范化的 DST是

>> N = length（input）；dst（input）∗sqrt（2 / （N + 1））；
总之， dct和 dct2 是规范化的， 但是 dst， fft和 fft2 不是规范化的。
>> hadamard （N） 阶数为 N 的哈达玛矩阵， 即哈达玛矩阵 H 的元素是 1 或

- 1， 并且 H′∗H = N∗eye （N）
>> sinc 注意 sinc （0） 被定义为 1
>> chirp 扫频余弦发生器

•自定义函数

function[MSE，PSNR] = mse（Input，Estimate）
%Compute MSE and PSNR（in dB）between an image and its estimate
Error = Input - Estimate；
MSE = mean（abs（Error（：）. ^2）；
PSNR =10∗log10（255^2 / MSE）；

这个函数将以 M文件的形式保存为 “mse. m”。 因此函数名即为文件名。 函数的调

用情况如下。
>> a = mse （A， B） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 只得到 MSE
>> [a， b] = MSE （A， B） 得到 MSE和 PSNR
>> A = A text herein will be display. ’
>> disp （A） 如果 A 是字符串， 该函数用来显示文本

• 块处理

>> fun = inline（ sum（x（：）’）；
>> B = blkproc（A，[2 2]，fun）；
>> A = [1 2 3]
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>> Ts = toeplitz（A） 对称 （或厄米 （Hermitian）） 托普洛兹

（Toeplitz） 矩阵

>> Ts =
1 2 3
2 1 2
3 2 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

>> T = toeplitz
（R，C）

　 　 　 　 非对称托普洛兹 （Toeplitz） 矩阵。 C 是

第一列， R 是第一行。 同样可见于汉克尔

（Hankel） 矩阵

>> kron （A，B） 矩阵 A 和 B 的克罗内克积

• 图像处理函数

MATLAB中包含“cameraman. tif”、“ic. tif”等图像，更多图像参见目录“imdemos”。
>> I = imread（′ic. tif′）；
>> J = imrotate（I， - 3，′bilinear′，′crop′）；
>> imshow（I）；figure，imshow（J）；title（‘Rotated image with \ theta = - 3’）
　 　 To have a capital Greek in a figure title or plot label，use“ \Theta”.
>> angle = - 3
>> imshow（I）；figure，imshow（J）；
>> title（[‘Rotated image with \ theta = ’，num2str（angle）]
title的参数可以是 “ [” 和 “]” 中间的向量。
参见函数 image， axis off， axis image。
参见函数 imcrop， imresize， imtransform， tformarray， zoom。
“figure” 命令自动生成一个新的图表窗口。 如果 “ figure” 命令是缺省的， 则只产

生一个图表窗口。

>> I = checkerboard（NP，M，N）　 　 　 　 NP 是每一个方格边上的像素点的个数， M
是正方格行数数目的一半 ， N 是方格列数

数目的一半

>> imopen， imclose 对于一个灰度图像或者二值图像的形态学

开 /关
>> phantom（…，N） 生成一个大小为 （N × N） 的头部幻影图

像， 该图像可以用来测试 radon 和 iradon
或其他重建算法的数值精确度

• 画图

>> plot（x，y） 绘制向量 y关于向量 x的图像

>> bar（x，y，width） 条形图。 如果宽度大于 1， 条形图重叠
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>> scatter（x，y） 根据向量 x 和向量 y 所指定的位置绘制所

有的点

参见 stem、 stairs和 semmilogy三个函数。
>> N = hist（y，20） 直方图。 这个命令把 y的元素放到 20 个相

等空间的容器里并返回每一个容器里元素

的个数

>> hold on 保留当前绘制的图和所有的坐标轴属性以

便后续图可添加到当前已存在的图上

>> hold off 返回到缺省模式

>> axis（[1　 20　 0　 50]） 在当前图上设置 x 轴坐标范围为 （1， …，
20） 和 y轴坐标范围为 （1， …， 50）

>> C = xcorr（A，B） 非周期互相关函数估计

>> [C，Lags] = xcorr（A，B） 返回一个在 C 进行相关估计的延迟矢量 Lags
• 特征向量和特征值

>> [V，D] = eig（X） 产生由特征值组成的对角阵 D 和列是特征

向量的满阵 V 使得 X∗V = V∗D
• 滤波器

H（ z） = 1
1 - 0. 9z -1

　 　 低通滤波器的传递函数

a（1）y（n） + a（2）y（n - 1） = b（1）x（n）
y（n） = - a（2）y（n - 1） + b（1）x（n）

= 0. 9y （ n - 1） + x （ n） = {1， 2. 9，
5. 61，9. 049}

>> x = [1　 2　 3　 4]　 　 　 　 输入序列

>> A = [1　 - 0. 9] 低通滤波器参数

>> B = 1
>> y = filter（B，A，x） {1，2. 9，5. 61，9. 049}： 滤波序列

例如， 令 H（ z） = 12 +
1
2 z

-1

>> x = [1 2 3 4] 输入序列

>> A = 1 低通滤波器参数

>> B = [ 12
1
2 ]

>> y = filter（B，A，x） y = [ 12
3
2
5
2
7
2 ] 输出序列

• 小波滤波器

>> [LD，HD，LR，HR] = wfilters（‘w_name’‘）
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　 　 计算与正交或者双正交小波 ‘w_ name’ 相关的四个滤波器组。
　 　 LD和 HD是分解的低通和高通滤波器。
　 　 LR和 HR是重建的低通和高通滤波器。

• 小波变换

>> dwt 单层离散一维小波变换

>> idw dwt的逆变换

>> dwt2 单层离散二维小波变换

>> idwt2 dwt2 的逆变换

>> syms　 　 x　 　 z 创建符号变量 x 和 z

>> simplify（1 / （ z + 1） + 1 / z） 1
z + 1 +

1
z 的符号简化

ans = （2∗z + 1） / （ z + 1） / z
>> pretty（ans）

2z + 1
（ z + 1） z

G. 1　 MATLAB 相关网站列表

G. 1. 1　 MATLAB 教程

G. 1. 2　 MATLAB 命令和函数

G. 1. 3　 MATLAB 概要和教程

G. 1. 4　 MATLAB 初级读本

G. 1. 5　 MATLAB 常见问题解答 （FAQ）
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G. 2　 MATLAB 相关参考文献
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附录 H　 MATLAB 程序示例

H. 1　 15 点的 WFTA[A39]的 MATLAB 程序代码

function[] = fft 15（）
P inp = zeros（15，15）；
P out = zeros（15，15）；
% 对于输入输出序列当 N = 3 × 5 时选取的主要因子映射。
% 3 ×5 意味着我们首先进行 5 点变换然后再进行 3 点变换。
% 这会产生 67 次实数加法， 如果使用 5 × 3， 则会产生 73 次实数加法。
% 在两种情况下乘法运算次数一样。 因此我们使用 3 × 5 的因数分解。
% 频率索引映射叫做中国剩余定理 （Chinese Remainder Theorem， CRT） [B29] 。
　 k = 1；
　 for n1 = 0：2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 % MATLAB中符号∗表示矩阵乘法

　 　 for n2 = 0：4
　 　 　 inp idx map（k） = mod（5∗n1 + 3∗n2，15）；
　 　 　 out idx map（k） = mod（10∗n1 + 6∗n2，15）；
　 　 　 k = k + 1；
　 　 end
　 end
inp idx map = inp idx map + 1；
out idx map = out idx map + 1；
% 形成输入输出的置换矩阵

　 for k = 1：15
　 　 P inp（k，inp idx map（k）） = 1；
　 　 P out（k，out idx map（k）） = 1；
　 end
% 验证置换变换矩阵等于主要因子克罗内克积的变换矩阵。 P inp≠inv（P inp），
P out = inv（P out）。
P out∗fft（eye（15））∗inv（P inp） - kron（fft（eye（3）），fft（eye（5）））；
% 对于变换大小 3 定义后置加法矩阵（post addition matrix），这些矩阵的生成参见

Winograd的短 - N DFT 算法。
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S3 =
1 0 0
1 1 1
1 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
；

% 长度为 3 的乘法矩阵。
C3 = diag（[1　 cos（ - 2∗pi / 3） - 1　 i∗sin（ - 2∗pi / 3）]）；% diag[1，cos（ - 2π / 3）
- 1，jsin（ - 2π / 3）]
% 长度为 3 的前置加法矩阵。

T3 =
1 1 1
0 1 1
0 1 - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
；

% 长度为 5 的后置加法矩阵。

S5 =

1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 - 1 0
1 1 - 1 0 1 1
1 1 - 1 0 - 1 - 1
1 1 1 - 1 1 0

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

；

% 长度为 5 的乘法矩阵。
u = - 2∗pi / 5；
C5 = diag （[1（cos（u） + cos（2∗u）） / 2 - 1（cos（u） - cos（2∗u）） / 2…

i∗（sin（u） + sin（2∗u））i∗sin（2∗u）i∗（sin（u） - sin（2∗u））]）；
% 长度为 5 的前置加法矩阵。

T5 =

1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 - 1 - 1 1
0 1 0 0 - 1
0 1 - 1 1 - 1
0 0 - 1 1 0

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

；

%验证本书式 （3. 67） 和式 （3. 68）。
kron（S3，S5）∗kron（C3，C5）∗kron（T3，T5） - kron（fft（eye（3）），fft（eye（5）））
% 生成本书式 （3. 75） 中定义的矩阵 [C5 × 3]。
[r C3，temp] = size（C3）；
[r C5，temp] = size（C5）；
for j = 1：r C5
　 for q = 1：r C3
　 　 C（j，q） = （C5（j，j）∗C3（q，q））；
　 end
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end
% 验证本书式 （3. 73）。
fft 15 = zeros（15，15）；
for vec = 1：15　 　 　 　 　 　 　 % 对每个基准向量进行测试

　 　 clear z15；clear x；clear y；
　 　 x = zeros（15，1）；
　 　 x（vec） = 1；
　 　 %应用输入排列

　 　 x = P inp∗x；
　 　 % 生成本书式（3. 70）中定义的矩阵[z15]。
　 　 q = 1；
　 　 for j = 1：3
　 　 　 for k = 1：5
　 　 　 　 z15（j，k） = x（q）；
　 　 　 　 q = q + 1；
　 　 　 end
　 　 end
　 　 z15 = S3∗（S5∗（C. ∗（T5∗（T3∗z15）. ′）））. ′；
　 　 % 生成输出向量， 输出是打乱的。
　 　 y = zeros（15，1）；
　 　 q = 1；
　 　 for j = 1：3
　 　 　 for k = 1：5
　 　 　 　 y（q） = z15（j，k）；
　 　 　 　 q = q + 1；
　 　 　 end
　 　 end
% 采用逆输出置换来获得有条理的输出。
　 　 y = inv（P out）∗y；
　 　 fft 15（1：end，vec） = y；
　 end
fft 15 - fft（eye（15））

H. 2　 纯相位相关的 MATLAB 程序代码 （见本书 8. 3 节）

path（path， c： \code ）
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f = imread（ lena. jpg ）；　 　 　 　 　 　 　 % imshow（f，[]）；
[M，N] = size（f）； %我们使用大小为 512 × 512 的 Lena图像。
imA = f（111：350，111：350）； figure（1），imshow（imA）；%240 × 240
% imA = f（1：240，1：240）； figure（1），imshow（imA）；
S = 50； 　 　 　 　 　 % 控制移动量， 用 “ + ” “ - ” 控制

方向， 如 50、 100、 140、 - 100、%
221 （最大值）。

imB = f（111 + S：350 + S，111 + S：350 + S）； figure（2），imshow（imB）；
% imB = f（1 + S：240 + S，1 + S：240 + S）； figure（2），imshow（imB）；
Fa = fft2（imA）；Fb = fft2（imB）；
Z = Fa. ∗conj（Fb）. / abs（Fa. ∗conj（Fb））； % 见本书式 （8. 14）。
% Z = Fa. / Fb； %简化方法， 见本书式 （8. 17）。
z = ifft2（Z）；
max z = max（max（z））
[m1，m2] = find（z = = max z）；m1 = m1 -1，m2 = m2 -1

% 因为 MATLAB 索引是从 （1， 1 ）
开始的， 而不是 （0， 0）。

zz = fftshift（abs（z））； % figure（4），imshow（ log（zz + 0. 0001），
[]）；

figure（3），mesh（zz（1：2：240，1：2：240）），colormap（[0. 6，0. 8，0. 2]）
axis（[1 120 1 120 0 1]）
view（ - 37. 5，16）
xlabel（ n 1 ）；ylabel（ n 2 ）；zlabel（ z {poc}（n 1，n 2） ）；
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参 考 文 献

书籍 （Books）



带软件的书籍 （Books With Software）
■此类图书附带光盘涉及的软件内容包括： FFT、 滤波、 直方图技术、 图像处理技术等。

FFT 插值法 （Interpolation Using FFT）
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音频编码 （Audio Coding）
■杜比 AC - 2 和 AC - 3 音频编码： 时域混叠消除 （Time Domain Aliasing Cancellation ， TDAC）
变换涉及改进型 DCT （MDCT） 和改进型 DST （M DST）。 MDCT和 MDST及它们的逆变换都可以

通过 FFT实现。 参考文献 [D13， D24， D25] 来自美国杜比实验室， 相关网址为 http： / / www.
dolby. com / 。
■心理声学模型的掩蔽阈值 （或称掩蔽门限） 来自于 512 点傅里叶变换得到的功率谱密度。 被

用于 MPEG音频编码。 ISO / IEC JTC1 / SC29 11172 - 3。 见参考文献 [D22， D26]。
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图像处理过程， 傅里叶相位相关 （Image Processing， Fourier Phase Correlation）
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视频 /图像编码 （Video / Image Coding）

比特分配 （Bit Allocation）

基于谱距离的图像质量评价 （Spectral Distance Based Image Quality Measure）

分形图像压缩 （Fractal Image Compression）

提升算法 （Lifting Scheme）
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整数 FFT （Integer FFT）

DCT 和 DST （DCT and DST）

整数 DCT （Integer DCT）
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整数 MDCT （Integer MDCT）

离散傅里叶 -哈特利变换 （Discrete Fourier- Hartley Transform）

图像 /视频水印 （Image / Video Watermarking）

音频水印 （Audio Watermarking）
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语音 （Speech）

滤波 （Filtering）

DFT 滤波器库 （DFT Filter Banks）

自适应滤波 （Adaptive Filtering）
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小波、 多分辨率和滤波器库 （Wavelets， Multiresolution and Filter Banks）

信号处理 （Signal Processing）
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通信 （Communications）
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正交频分复用 （Orthogonal Frequency Division Multiplexing）

343参 考 文 献



基础文献 （General）

各种离散变换对比 （Comparison of Various Discrete Transforms）

哈尔变换 （Haar Transform）
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快速变换算法 （Fast Algorithms）
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chirp - Z 变换算法 （chirp - Z Algorithm）

威诺格拉德傅里叶变换算法 （ Winograd Fourier Transform Algorithm， WFTA）

分裂基 （Split - Radix）
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基 -4 （Radix - 4）

基 -8 （Radix - 8）

矩阵分解及 BIFORE 变换 （Matrix Factoring and BIFORE Transforms）

杂项 （Miscellaneous）
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FFT 修剪 （FFT Pruning）

用于阵列天线分析的 CG - FFT （CG - FFT Method for the Array Antenna Analysis）

非均匀 DFT （Nonuniform DFT）
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DFT / FFT 应用： 频谱估计 （Applications of DFT / FFT： Spectral Estimation）

DFT / FFT 应用： 滤波 （Applications of DFT / FFT： Filtering）
■LPF、 BPF、 HPF滤波。 广义倒谱和同态滤波。 见参考文献 [B6] 中第 5 章和第 7 章。
DFT / FFT 应用： 多信道载波调制 （Applications of DFT / FFT： Multichannel Carrier Modulation）
■多信道载波调制 （Multichannel carrier modulation， MCM）， 例如用于数字电视地面广播的正交

频分复用 （orthogonal frequency division multiplexing， OFDM）。

DFT / FFT 应用： 频谱分析、 滤波、 卷积、 相关等 （Applications of DFT / FFT： Spectral Analysis，
Filtering， Convolution， Correlation etc. ）
■尤其下面的书籍涉及到了 DFT / FFT在频谱分析、 滤波、 卷积、 相关等方面的几种应用。

DFT / FFT 应用： 脉冲压缩 （Applications of DFT / FFT： Pulse Compression）
■脉冲压缩 （雷达系统———监视， 追踪， 目标分类） ———具有长脉冲响应的匹配滤波器———利

用 FFT的卷积。

DFT / FFT 应用： 频谱分析 （Applications of DFT / FFT： Spectrum Analysis）

DFT / FFT 应用： 重影消除 （Applications of DFT / FFT： Ghost Cancellation）
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DFT / FFT 应用： 基于运动估计的相位相关 （Applications of DFT / FFT： Phase Correlation
Based Motion Estimation）

FFT 相关软件 /硬件： 商用 S / W 工具 （FFT Software / Hardware： Commercial S / W Tools）

153参 考 文 献



FFT 相关软件 /硬件： 商用芯片 （FFT Software / Hardware： Commercial Chips）

FFT 相关软件 /硬件： 商用 DSP （FFT Software / Hardware： Commercial DSP）
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FFT 相关软件 /硬件： 商用 H /W （FFT Software / Hardware： Commercial H / W）

FFT 相关软件 /硬件： 基于 DSP 的实现 （FFT Software / Hardware： Implementation on DSP）

353参 考 文 献



FFT 相关软件硬件： VLSI （FFT Software / Hardware： VLSI）
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FFT 相关软件 /硬件： FPGA （FFT Software / Hardware： FPGA）

553参 考 文 献



最新增补 （Late Additions）
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FFT 软件网址 （FFT Software Websites）
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